Introducao a Integral

Calculo de Areas
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W‘ Calculo de Areas

Vimos anteriormente que, se f :[a,b]> R € uma fungao
continua tal que f (x) 2 0 para todo x€[a,b], a area da regiao
plana S limitada pelas retas x=a, x=b ey =0, e pelo grafico
de f € definida por

Area S = r f(x)dx.
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Podemos estender o calculo de drea para uma classe mais ampla de
regides planas. Vamos assumir que as fungdes envolvidas sao fun-
¢oes continuas em [a,b]. Vejamos:

1) Se f(x)<0 paratodo x e[a.b], entdo —f(x)=0 e, assim,

AreaS=—rﬁf(I)dx.

y=f@)

S={(x.1)eR:a<x<be f(x)<sy<0
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Observacao. Se a regido S € descrita como na Figura 1.14, entdo

dreas=]’ f[x}:fx—f £(x)dx +jj £(x)dx.

a

A

S € o conjunto hachurado

Figura 1.14
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2) Se aregido plana estd entre os graficos de duas fungées y = f(x)
e y=g(x), e as retas x=a e x=>5b, com f(x)=g(x) para todo
x €[a.b], entao:

Area S = J: f(x) dx—j:g[x) dx.

-}__1.“.

T T~ y=f®

T T y=a)

a b
S={x.yveR:asx<he g(x)<y< f(x)}

Figura 1.15
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A Figura 115 ilustra o caso onde § € a regido limitada pelas retas
x=a e x=b, e pelos graficos das funcdes f e g com f(x)=g(x)=0
para todo xe[a.b]. Note que f(x)—g(x)=0 para todo xe[a.b]. Se
for mantido f(x)= g(x) para todo x €[a.b], mesmo que f e g ndo
satisfacam a condicao f(x)=0 e/ou g(x)=0 para todo xe[a.b], a
formula para o calculo da area do conjunto S continua o mesmo. As
Figuras 1.16 (a) e 1.16 (b) ajudam a visualizar o célculo da area.

$ y=4() Conclusdo. Se f(x)= g(x) para todo x €[a.b], entdo

dreas=| f)dv[ g(x)de=[ [f(x)-gx)]dx.

y=g(x) —

H(xX)=f(x)+k e g(x)=g(x)+k
k & constante 6

Figura 1.18
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Exemplo 1.38. Calcular a area da regido § limitada pelas retas

x=Lx=2e y=0epelacurva y=x"+2.
Solucao. A regido § esta ilustrada na Figura 1.17.

Area S = [12[1’3 +2)dx

4 |
=[—+ EJ:]
4 -
23
= —u.a.
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/y=_1’3+2

[

L

1 2

Figura 1.17

Observacao. Em alguns casos x =a efou x=»b precisam ser deter-
minados.



Exemplos

Exemplo 1.39. Encontre a area da regiao s limitada pelo eixo x e
pela pardbola y=x*+x-2.

Solucio. A pardbola y =x"+x—2 corta o eixo dos x nos pontos
x=-2 e x=1, (ver Figura 1.18). Como y= f(x)=x"+x—2<0em
[-2.1], resulta que

Area S=—J12(x2 +x—2)dx

—2\& 1 ]

Figura 1.18
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Exemplo 1.40. Calcular a drea da regido S limitada pelas retas x =
e y=—x+2 epelacurva x=,/y.

o | —

Solucao. As curvas y=—x+2 € x=,fy interceptam-se no ponto
de abscissa 1 (ver Figura 1.19).

: 1
Area S = |4_[—I+2 —x"]dx

X X’
= {—— +2x— —:|
2 3

1

= —Nl.d.

1

1
2

Figura 1.19
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Exemplo 1.41. Encontre a area da regido S limitada pelas retas
y=x+2, y=2, y=—lepelacurva x=y".

Solucao. As retas y=x+2 e y=-1 interceptam-se no ponto de
abscissa —3. As curvas y* =x e y =2 interceptam-se no ponto de
abscissa 4. As curvas y° =x e y=-1 interceptam-se no ponto de
abscissa 1. A Figura 1.20 indica os pontos de intersecdo das curvas.

dreas=[[x+2-(-Dldv+ | Q-Vx)dr+ [ [ ~(-D]dx

] 4

4 1

2 2
— —X
3

2 2
J— _I-

0

+ 2x
-3

+ 3x

]
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VAR N

Figura 1.20

Outra maneira para encontrar a area acima € calcular a integral

. 2 .
Areas=[ [y’ ~(y-2)]dy. 12
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Resolver os seguintes exercicios, digitalizar e
enviar no moodle grupos.

Tarefa 7

15. Determinar a area da regido 19. Encontrar a area da regido
limitada entreas curvasy = x + 6 limitada pela curva y = f(x) =
ey =x~ sen x e pelo eixo x de 0 a 2.
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