Aplicacoes da Derivada

Concavidade e Pontos de Inflexao. Esboco de
Graficos de Funcdes. Problemas de
Maximizacao e Minimizacao. Formula de Taylor.
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Concavidade e Pontos de
Inflexao

Definicao 5.5. Seja f : I — R uma funcdo continua no intervalo J
e derivavel em x, € I. Diz-se que o grafico da f(x) tem concavi-
dade positiva (negativa) em x, quando existe uma vizinhanca ¥
deste ponto, isto €, um intervalo aberto contido no intervalo I e
que contém x,, tal que para todo x eV o gratico da funcao esta
acima (abaixo) da reta tangente ao ponto da curva com abcissa x,,
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% Concavidade e Pontos de
’} Inflexao

Teorema 5.7. Seja f uma funcdo derivavel até segunda ordem no
intervalo I e suponha que em x, €I, f"(x,) # 0. Nesse caso,

i) se f"(x,)>0,0graticoda f tem concavidade positivaem x,;

ii) se /"(x,) <0, 0 graficoda f tem concavidade negativa em x,.

Definicao 5.6. Um ponto do dominio de uma funcao £, no qual f
é continua, € chamado de ponto de inflexao quando neste ponto a

funcdo muda de concavidade.
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5.8.5 Exemplos Determinar os pontos de inflexo e reconhecer os intervalos onde as fung¢des seguintes tem con-
cavidade voltada para cima ou para baixo.

i) f(x)=(x-1)>

Temos:

f(x) = 3(x - 1)?
e f"(x)=6(x-1).

Fazendo f"(x) > 0, temos as seguintes desigualdades equivalentes:

6x—1)>0
x—1>0
x:>],
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f € concava para baixo no intervalo (—o, 1) e no intervalo (1, +%) f é céncava para cima.

Portanto, no intervalo (1, +9), f”(x) > 0. Analogamente, no intervalo (—, 1), f”(x) < 0. Pela proposigio 5.8.3

No ponto ¢ = 1 a concavidade muda de sentido. Logo, neste ponto, o grafico de f tem um ponto de inflexdo.

Podemos ver o gréfico de f na Figura 5.25.

—»
X

Figura 5.25
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Resolver os seguintes exercicios, digitalizar e
enviar no moodle grupos.

9. Analisar a concavidade das funcdes:
a) flx)= 33:2 —2x+1,xeER;
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Os critérios anteriores para determinar-se os
extremos de uma funcao, onde ela cresce ou
decresce, a concavidade e os pontos de inflexao
constituem ferramentas importantes que auxiliam
no esbogo do grafico da fung¢ao, como veremos a
seguir.



%’Esbogo de Graficos de Funcoes
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Abaixo temos um resumo que pode ser seguido para analisar o
comportamento de uma funcao e, a partir disso, construir um
esbogo do grafico destacando suas propriedades e caracteristicas.
Etapas i Procedimento i
1¢ . Encontrar D(f).

28 Calcular os pontos de intersec¢iio com os eixos. |
(Quando niio requer muito cdlculo.)

3¢ Encontrar os pontos criticos.

43 Determinar os intervalos de crescimento
¢ decrescimento de f(x).

s8 Encontrar os maximos ¢ minimos relativos.

6" Determinar a concavidade e os pontos de inflexdo de f. |
= B ————— 1

™ Encontrar as assintotas horizontais e verticais, se existirem.

8" Esbogar o gréfico.
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5.9.2 Exemplos Esbogar o grifico das fungdes:

() f(x) =3x*—8x + 6x% + 2,

Seguindo as ctapas propostas, temos:
19 etapa. D(f) = R.

2% etapa. Intersecgao com o eixo dos y.
f(0) = 2.

¥ eapa. f'(x) = 12x* + 24x* + 12x.

Resolvendo 12x* + 24x* + 12x = 0, encontramos 1, = O e x, = |, que sdo 0s pontos Criticos.

4“ etapa. Fazendo f'(x) > 0, obtemos que 12x° — 24x’ + 12x > 0 quando x > 0. Portanto, f ¢ crescente para x = 0.

Fazendo f*(x) < 0, obtemos que 12x" — 24x? + 12x << 0 quando x < 0. Portanto, f ¢ decrescente para x =< 0.
q
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59 etapa. Temos f"(x) = 36x* — 48x + 12.
Como f"(0) = 12 = 0, temos que o ponto 0 € um ponto minimo e f(0) = 2 é um minimo relativo de f.
Como f”(1) = 0. nada podemos afirmar.

6% etapa. Fazendo f"(1) > 0, temos que 36x* — 48x + 12 > O quando x € [(—==,1/3) U (1, +=)].

Entio, f é concava para cimaem (—2, 1/3) U (1, +2).

Fazendo f”(x) < 0, temos que 36x* — 48x + 12 < Opara x € (1/3, 1). Entdio f'é cOncava para baixo em (1/3, 1),

Os pontos de abscissa 1/3 e | sao pontos de inflexao.

AY
7¢ etapa. Nio existem assintotas.
8% etapa. Temos na Figura 5.28 o esbogo do grifico. 3l
2| :
173 1 ;

10
Figura 5.28
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Resolver os seguintes exercicios, digitalizar e
enviar no moodle grupos.

12. Esboce o grificodafuncio f(x) = x(x + 2)*, xR

11
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O calculo da derivada tem aplicacdo concreta em problemas onde
precisa-se determinar quando uma determinada funcio tem seu
valor maximo ou minimo. Esta funcao pode descrever o volume
de uma caixa, a velocidade de um maovel, etc.

Problemas de Maximizacao e
Minimizacao
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Exemplo

Exemplo 21. Pretende-se fazer uma caixa de papeldo a partir de
uma ldmina retangular de 1 metro de largura e 2 metros de com-
primento, recortando-se quadrados iguais em cada canto da la-
mina para obter os lados da caixa, como mostra a figura. Qual
o comprimento dos lados dos quadrados para que o volume da
caixa seja maximo?

Y X
| | A
x ! ! x
| 1
Im
oo o -
4 ; ; X
| | L
X X

- 2m >
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Resolucao: Seja x o comprimento do lado dos quadrados a se-
rem recortados. Apos o recorte dos mesmos, a lamina per-
mite fabricar uma caixa de altura x, largura 1-2x e compri-
mento 2-2x. Portanto, o volume como uma funcio de x ¢

V(x)=x(1-2x)(2—-2x)=2x—6x"+4x", onde x e [ﬂ. ﬂ .

3+\EE|:D. l}

6 2

Temos que ¥ '(x) =2-12x+12x" =0, com x =

3-4/3 1
:‘_E[G. E] eV "(x)=—12+ 24x.

X =
(3453 o

Como V" p <0, segue que o volume € maximo quando

x= -3 metros.

6
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Seja f : I — R uma tuncao n vezesderivavele x, € I .Opolinémio

X 2 w X "

T0) = £ )+ £ () x) + L2 gt L ey 510)

é chamado de polinémio de Taylor, de grau n, de f no ponto x,. e

E interessante analisarmos, agora, a diferenca V=T
=T

=T
R (x: xp)= f(x)—T (x: x5) (5.11) 4
para termos uma idéia de como os polindmios de Taylor aproxi- ' =
mam a fungao f(x)=e". A diferenca R, é chamada de erro da <y=T)

aproximacao. » )
Comparando os graficos percebe-se que para um valor de x fixa-

do, por exemplo, x =2, R, > R, > R;, 0 erro diminui quando o grau

do polindmio aumenta. Por outro lado, quando o valor de x é
tomado cada vez mais préximo de x, = 0, 0 erro também diminui, 15
qualquer que seja o grau do polindmio.
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Teorema 5.9. Seja f:I - R, uma funcdo n+1 vezes derivavel
com derivadas continuas em I e sejam x, x, € I. Existe um ntime-
ro ¢ no intervalo de extremos x, e x tal que

f(x)=T (x: xy)+R (x. x) (5.12)
onde

(m+1)
Ru (I' ID) = f [:C)

T (x—x,)"™ (5.13)

Além disso, se | fob (c}| <K, K>0,entido

K
(n+1)!

n+l

v — x| (5.14)

E

Como Lim
mse (p+1)!

tende a zero quando o grau » € tomado cada vez maior.

=0 segue que, fixado um ponto x, o erro

FOormula de Taylor

@

G
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Resolver os seguintes exercicios, digitalizar e
enviar no moodle grupos.

14. Calcule o polindomio de Taylor T, (x; 0) de grau
n=1, 2, 3 da funcido f(x) = e*,x € K, no ponto
Xp = 0.
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