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Aplicacoes da Derivada

Taxa de variacao, Diferencial e
Regra de L'Hospital



Taxa de Variacao

Definicao 5.1. Dada a funcdo f: 7T > R e[a. b]c I, a taxa de va-
riacdo média de f em [a.b] é o quociente

f(b;_f(ﬂ) (5.1)

A taxa de variacdo média indica quanto, em média, variou a fun-
cao por unidade de variacdo da variavel no intervalo considerado.

O significado da taxa de variacdo média sera melhor compreendi-
do através de alguns exemplos.



Exemplo

3
’go

Por exemplo, suponha que f(t) represente a populacio de cer-
ta comunidade t anos apo6s 1° de janeiro de 2000. Sabendo-se que
f(1)=1560 e f(5)=1788, a taxa de variacdo média da populacdo de

01/01/2001 a 01/01/2005 foi de fﬁ; _‘]ﬂl} =57 pessoas por ano.

Poderiamos também dizer que a “velocidade” com que aumentou
essa populacdo naquele periodo foi de 57 pessoas por ano.



Taxa de Variacao

»
v’

Na definicdo (5.1), tome b—a = h. Entdo, a taxa de variacdo da fun-
cdo f:I — R nointervalo [a. a+h]c I pode ser expressa por

fla+h)—f(a)
. .

Supondo que f é derivavel em a =17, no limite h — 0 obtemos a
derivada de f em a:

f (@) =liny

flat+h)—f(a)
h



Taxa de Variacao

e Em particular, se f (t) € o espaco percorrido por um
movel no tempo t, entao a taxa de variacao de fem t, € a
velocidade instantanea v(¥) do movel no instante t,. Quer
dizer, a derivada f '(x,) € a taxa de variagao de f em x,,.

o(t)=f (1)

e Da mesma forma, aceleracao instantanea a(f) de um
movel no instante t é a derivada da funcao velocidade

v(t):
a(t)=v'(t)
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PQ Tarefa 1

Resolver os seguintes exercicios, digitalizar e
enviar no moodle grupos.

4. A posicao de um movel (em metros) no
instante t é dada pela funcao s(t) = 4t° +
3t — 5. Calcule a sua velocidade no instante
to = 28,

5.

Calcule a aceleraciao do movel do exercicio
anterior no instante t==2s.



Diferencial

Seja f(x) uma funcdo continua e derivavel em x;, € I. Da interpre-
tacdo geométrica da derivada, sabemos que f'(x,) € o coeficien-
te angular da reta tangente ao gratico de f, no ponto (x;. f(x;)).
Veja a figura:

Sx, tdx)

£x)




Diferencial

Seja dx um acréscimo a x; e defina dy = tg - dx. Como
tg = f'(x;), entdo

dy = f'(x,)dx. (4.24)

O nimero dy é chamado de diferencial da funcao y= f(x), no
ponto x = x;.

Vamos denotar por Ay o acréscimo sofrido por f quando se da
um acreéscimo dx a x,, ou seja,

Ay = f(xy+dx)— f(x,). (4.25)



Diferencial

Se o0 acréscimo dx for suficientemente pequeno, podemos esperar
que a diferenca Ay —dy é também pequena e podemos aproximar
Ay pela diferencial dy, sendo dy = f~ (x,) dx, ou seja

Fxy+dx) ~ £(x,)+ f(x,)dx - (4.26)

Para entendermos melhor esse resultado, chame x, +dx de x na
equacdo (4.26). Em seguida, faca dx = x— x,. Obtemos que

Sx)=fx) + f'(x)(x —xp). (4.27)

A equacdo da reta tangente ao grafico de f no ponto (x,. f(x,))
€ y= f(x;)+ f'(x)(x—x,) onde (x.y) sdo as coordenadas de um
ponto da reta. Comparando com a expressdo (4.27) segue que o
grafico da funcdo f(x), para x proximo de x;, pode ser aproxi-
mado por uma linha reta (ou uma funcéo afim).



Exemplo

\

Calcule um valor aproximado para V/65.5 usando diferenciais.

Seja y = f(x) a funcdo definida por f(x) = Vx.

Escrevemos:
1
y+Ay=Vx+Ax e dy = zdx.

Fazemos x = 64 ¢ Axr = 1.5, isto porque 64 ¢ o cubo perfeito mais proximo de 63.5.
Portanto,

x+Ax=655,dx=Ax=15¢ Entao,

i 15 = 1.5 = 0,03125. » V65,5 =V64 +15=Vx+ Ax = y + Ay.

V=36 P T3 16

Fazendo Ay = dy, obtemos finalmente que:

V65,5=y+ Ay = 4 + 0,03125



P‘ Tarefa 2

Resolver os seguintes exercicios, digitalizar e
enviar no moodle grupos.

8. Através da diferencial, obter uma
aproximacao de v50.

9. Obter uma aproximacao de e%? através da
diferencial.

11
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Regra para calculo de limites associados a indeterminacoes do tipo % ou =.
Teorema 38. (Regra de L'Hospital). Sejam f e g funces deriva-
veis em todos os pontos de um intervalo aberto I, exceto talvez no
ponto ael.
Suponhamos que g'(x)# 0 para todo x €I —{a} . Entdo:
1) Se lim f(x)=limg(x)=0 e se lim f ) =L, entdo
x—pa T—a x—a g'(l’}
tim 7 1
e g(x)
2) Se lim‘f(x)| = ]jn1|g(x)‘ =+ ese lim f'(I) =L, entdo
T—a x—a x—a g (I}
im? &) 1
e g(x)
Observacao. O teorema vale também para limites laterais e limites 12

no infinito.
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Observagao. O teorema vale também para limites infinitos.

Regra de L’Hospital

Observacao. A regra de L'Hospital s6 pode ser aplicada para cal-

cular o limite do quociente f&)
0 g(x)

. o0 . .
nacdo do tipo o o4 Em tal caso, toma-se o limite do quocien-

S ) . Se esse

£ iy

limite existir, entdo o seu valor serda o valor do limite de =
glX
o

Caso persista a indeterminacio % ou —, aplica-se a regra de
) ”
g'(x) 13

quando ocorre uma indetermi-

te das derivadas (e ndo da derivada do quociente!)

L'Hospital a



Exemplos

\*

Gsenx—x

23) Calcule lim

=0 cosx + 2x—1
Resolucdo. Como lilbn%(ﬁscnx—x) =0 e ]jx_E{cas x+2x-1)=0, po-
demos aplicar a regra de L'Hospital.

. bsenx—x . beosx—-1 5§
Logo, lim =lim——=—.
0peosx+2x—1 0 —senx+2 2

r +1

24) Calcule lim —; ; 5 )
=12y +2x +5x" +5x

Resolucdo. Novamente estamos diante de um caso de indetermina-
cdo do tipo % (Verifique!)
Pela regra de L'Hospital,

3 2
) x +1 ) 3x 3 3
zhml 3 3 7 =}1m] 3 3 =T

=1 2y +2x +5x " +5x =1 8x +06x +10x+5 7 7




Exemplos

In(cos 2x)
(x—m)

Resolucao. Mais uma indeterminacéo do tipo % (Verifique!)

25) Calcule ]JI]J

In(cos 2x) _ lim —2tg 2x

Aplicando o Teorema 38, temos: hm
(x—m)} = 2x—m)

Como lm(-2tg 2x)=0 e lm 2(x-m)=0, devemos aplicar o
X—T X—TT

2
—2tg 2x ~ tim —4sec” 2x _ —4

teorema outra vez: hm =2,
xaa” Ux—g) xoa 2 2
. In 2
Logo, lim (cos 2x) =-2.

x5 (I — .T"I')E

15



Exemplos

26) Calcule lim e +x

x+m g3 4

= " E - 3-1-
Resolucio. Temos: lim(e™ +x)=+w e lim(e™ +x)=+=. Pode-
I—3+m T+

e +x 2™ +1
mos assim aplicar o Teorema 38: lim ———= lim

w4 x  xrw 3 4]

- .. . - . - o .
Esse ultimo limite nos leva também a indeterminacdo —. Aplicando
novamente o Teorema 38, temos:

2x 2x
]:iIIIEEE +1 = lim 4E3 —lim—e_x=i]ime_x=i-ﬂ=ﬂ.
S Y Yy gxsx 9
2x
Logo, ]Jm'g X _p.

xio g 4 x

16



% Exemplos

Observacgao. A regra de L'Hospital ndo se aplica para calcular, por

. X—CO5X
exemplo, o lim————

X—a0

, apesar de ser lim(x—cosx)=< e limx=-<0.
X X—00

Com efeito, derivando numerador e denominador, obtém-se a fun-

. l+senx : . :
Cao — e lim(l+sen x) nao existe.
X—300

Nesse caso, o Teorema 38 ndo permite concluir que o limite pro-

= : X—CosX COSX 1
posto ndo existe. De fato, escrevendo —— =1— =1l—cosx-—

X X X
e lembrando que a fungdo cosx é limitada, percebemos que

]ij—CDEIf:].

X—m X



Regra de L’Hospital

Sao sete os casos de indeterminacao. O Teorema 38,
porém, permite aplicar a regra de L'Hospital somente

0 0
para 0s €Casos E ou —.

e

E quando surge alguma das demais indeterminacoes,
nao podemos aplica-la?

Podemos sim, mas nao diretamente. Acompanhe com
atengao os proximos exemplos para compreender o
procedimento em cada caso.

18



Exemplos

igo

27) Calcule o ]Jm(——LJ

Inx x-1

1"

Resolucio. Temos uma indeterminacéo do tipo =c—-<z. (Verifique!)
Efetuando a soma das expressdes entre parénteses, chegamos a um

: 1 1 x—1-Inx
quociente: — = .
Inx x-1 (x—Dlnx

Como lim(x—1-Inx)=0 e hm(x I)ln x =0, podemos aplicar a

P
regra de L'Hospital:
1
x—1-lnx . x lim x—1

im —_.
x—>l+(x Dnx = 1"(1_1)_1_'_1“;[ = x—1+xlnx

Como Im(x-1)=0 e ]Jm(x 1+ xln x) =0, aplicamos novamente a

x—IF

1 i 1 1
regra de L'Hospital: bm— " —lim—— =,
=P x—1l+xlnxy =" 1+1+lnx 2

1 1

Logo, hm [———J =

1
Inx x-1 2



Exemplos

3
igo

28) Calcule o lim x - cotg 3x.

x—=0

Resolucao. O |eitor deve identificar uma indeterminacéo do tipo 0-<0.
Nesse caso, procuramos escrever a expressdo x-cotg3x como um

quociente. o3
‘ Podemos escrever x-cotg3x = CO%27Y ou entdo

1
x

X

xX-cotg3x = = )
£ tg 3x

cotg 3x

Qualquer opcdo conduz ao resultado, porem escolhemos a segunda.

Como ]iﬂx=ﬂ e limtg3x =0, aplicamos a regra de L'Hospital:
X x—0

: X : 1 1
lim =lm———=—.l0
0 tg3x *03sec”3x 3

: 1
go, ﬂx-cﬂth:c:g. 20



Exemplos

29) Calcule lim(cos X<
i

Resolucido. Dessa vez, a indeterminacdo ¢ do tipo 1°. Seja
1

v ={(cos x)?. Aplicando o logaritmo a ambos os lados da igualdade
1

(o que é possivel pois (cos ;:u:)F >0, para x proximo de 0), temos:
1
In y = In(cos x)* .

Através de uma propriedade do logaritmo, podemos expressar In y

: 1 In cos x
como um quociente: Iny=—-.lncosx =——
X

X

Vamos calcular o limIn y para depois obtermos o lim y.
x—0 x—=0

Como ]jﬂ]nunsx={l e %f:[}. podemos aplicar a regra de
— 21
'Hospital: limIn y = lim fex

x—0 ZI




Exemplos

3
’go

Aplicando novamente a regra de L'Hospital:

2
: . —sec 1
hmln y =1m A
x—0 x—0 2 2

Como a func¢ado logaritmica € continua, o Teorema 22 garante que:

iyl oy | -2

1 11
Logo, limy=e 2, ou seja, lim(cos x)* =e 2.
go, lim y ja, lim(cos x)

22
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Exemplos

30) Calcule lim (tg x)™=*.

I—}E

Resolucio. A indeterminacio é do tipo =2°.

Seja y=(tgx)™".Entdo lny=cosx-Intgx.

Para escrever In v como um gquociente, lembremos que cosx =
Intg x

e, portanto, In y = Ry
SCCX

Agora e possivel aplicar a regra de L'Hospital, pois

Im Intgx=20 e lim secx =0,

e e

1

5CCX

23



Exemplos

Logo,
sec’ x
: : te x SeC X . ecosx O
lim In y = lm 8 = lim = lm ——=—=0.
H% :_,”Tﬁﬂcx-tgx I_,_ tg " x I_,ﬂTsen x 1

Assim, lim Iny =0, ouseja, In| im y |=0, donde, m y=1,

o I—— :_}E
I—}—E i : ] 2

Portanto, lim (tgx)™" =1.

:—}E

24
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P‘ Tarefa 3

Resolver os seguintes exercicios, digitalizar e
enviar no moodle grupos.

10. Calcular:

. sen(6x)
a) lim——-
x—=0 4x
. 2 1
12. Calcular lim — .
r—1 \x2—-1 x—1

13. Calcular:
b) lim x*

x—0t

25



