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Derivada

\

Definicao 4.1. A derivada de uma funcao f:7 — R em relacao a
variavel x € I € a funcao f'(x) dada por

o S (@)
f 1) =limEE

h—0

A derivada esta definida em todo ponto x onde o limite exista.
Diz-se, nesse caso, que a funcao f(x) € derivavel em x.



Derivada

Observacao:

Na notacao de Leibniz, a derivada de uma funcao .f(x) tam-

df (x)

bém é indicada por a f(x) ou .
dx dx

A derivada de uma fun¢do f(x) em um ponto x, pode ser
expressa também como

fl(xu) — lim f(x)_f(x{l)

X=Xy X—X,

Basta tomar x = x; na (4.1) e, em seguida, fazer x, +h=x.0
limite & — 0 € entdo equivalente ao limite x — x,,

Quando x €7 é uma extremidade do intervalo I, o limite
que define f'(x) é, na verdade, apenas um limite lateral e
a derivada coincide com o que sera chamado de “derivada
lateral” mais adiante neste capitulo.



Exemplos

Exemplo 1. Calcular a funcdo derivada das seguintes funcoes:
a) f(x)=x",VxekR;
b) fx)=

c) f(x)=e¢, ¥xeR, onde ¢ € uma constante.

x|, Vx e R;

Resolucao: a) A funcdo derivada ¢ calculada pelo limite (4.1). Para

todo x e &;
lim fx+h) = f) lilll—[:x +h) —x
h=0 h h—=0 h
Xt 2xh+ i =Xt . 2xh+ R
=lhm =lim
h—=0 h h—=0 h
= ]_1111M =lim(2x+ h) =2x.
h—0 h h—0

Portanto, a funcdo derivada de f(x)=x7, ¥xeR, é a funcio
f'(x)=2x que também esta definida em todo x e R; ou seja, a f
¢ derivavel em todo o dominio da funcéo.
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b) Nesse caso, f(x)=x,5e x =0, e f(x)=—x, se x < 0. Para todo

fx+h)—f(x)

. (x+h)—x
im—

x>0, lm =1 = 1 e, para todo
h—0 h h—0
x<0 lim fx+h)-f() = lim —(x+h)—|[—x}=_1
" 0 h =0 ’
No ponto x =0, os limites laterais sdo:
lim fO+h)-7(0) = lim ©+m-0 =1 e
h—0* h h—0*

lim

fO+W-f© _ . -0+h)-(0)
h— 0~ h

k0" h

Os valores sdo distintos. Concluimos, pela definicio 4.1, que o limite
ndo existe em x = 0 para a funcdo do problema. Portanto, a funcio
f(x)=|x| ndo é derivavel em x = 0. A funcdo derivada da funcio
f(x)=|x|, xeR, éa funcio f'&) =1, se x <0, e f'(x) = 1, se
x > 0. A funcdo derivada, nesse caso, ndo esta definida em x =0.
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¢) Para todo xR, f(x)=c e, portanto, f(x+h)=¢, tambem.
Logo,

lim
h—=0

fx+h)-f(x)_,
h

Conhecida a funcao derivada de uma funcao f, pode-se calcular a
derivada de f em qualquer ponto onde ela € derivavel, atraves da
funcdo derivada. Como exemplo, no item a), a derivada de f em
x=xy¢ f'(x;)=2x,.0 mesmo resultado pode ser obtido utilizan-
do-se a relacio (4.2).



Derivada

Teorema 4.1. Se uma fungdo f(x) é derivavel num ponto x,do seu
dominio entdo f(x) € continua em x,, ou seja,

lim f(x) = f(x,) (4.3)

I—}I[:,

Observacao: a partir do teorema 4.1, verificamos que se
uma funcdo é descontinua em um ponto, nesse ponto ela
ndo é derivavel. Portanto, a continuidade da funcdo num
determinado ponto € condigdo necessaria para que ela seja
derivavel nesse ponto. Porém, esta ndo é uma condicao su-
ficiente. Uma tunc¢do pode ser continua mas nao derivavel
num ponto. O exemplo classico disso é a fungdo modulo do
exemplo 1b).



Exemplos

” :

Exemplo 2. Considere a funcio f(x) = X, x & (-, 1].
x+1 xe(l, =)

Resolucao: Essa funcdo € descontinua em x=1 e, portanto, ndo
possui derivada nesse ponto.
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P‘ Tarefa 1

Resolver os seguintes exercicios, digitalizar e
enviar no moodle grupos.

2) Calcule f'(x) peladefini¢io:

a)f(::s:):x1+.1‘ x=1 b)f(x):\/; x=4



)

.%0 Interpretacao geometrica
y

A derivada de uma funcdo num dado ponto, quando existe, tem
um signiticado geométrico importante que € o discutido nesta se-
¢ao.

Definicao 4.2. Dada a funcdo f(x), o quociente

Ay _ ()= f(xo)

44
Ax X — X, 44

onde x # x, € chamado de taxa de variacdo média da funcao f(x)
no intervalo determinado por x;e x.
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.
’{0 Interpretacao geometrica
\

Consideremos o gratfico de uma funcdo f(x) definida em [a.b]
onde é continua. Vamos supor que f também é derivavel em x,,
Veja a figura a seguir:

Figura 4.1
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Interpretacao geometrica

Observe que o quociente na definicio (4.2) é igual a tg ¢, o coefi-
ciente angular da reta secante passando nos pontos P(x,. f(x;)) e
Q(x. f(x)), onde « € o dngulo de inclinacdo da reta. Tome o limite
do quociente (4.4) quando x — x,. Este limite existe pois f € deriva-
vel em x,. Observe que nesse limite a reta secante tende para a reta
tangente ao grafico da funciao f(x), no ponto P(x,. f(x,)). Pode-
mos concluir que a derivada de uma funcdo f(x) em um ponto x,,
quando existe, coincide com o coeficiente angular da reta tangente
ao grafico da funcdo no ponto de abcissa x,;. Vocé saberia calcular
a equacao dessa reta? Nao? Entdo, vejamos como se faz isso.

12



Interpretacao geometrica

Observacdo: a equacao de uma reta nao vertical passando
em um ponto (x,.¥,) é

Y=Yy =a(x—x,) (4.5)

onde a € o coeficiente angular da reta. Se f(x) é uma fun-
cdo derivavel em x =x, segue da interpretacdo geométrica
da derivada que a reta tangente ao grafico de f(x) no pon-
to (x,. f(x,)) tem coeficiente angular a = f'(x,). Portanto, a
equacdo da reta tangente é

v—f(x)= fx)x—xp). (4.6)
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’{0 Interpretacao geometrica
\

Exemplo 3. Determine a equacdo da reta tangente ao grafico da
fungdo f(x)=x"no ponto (2, 4).

Resolucao: Temos que

2
@) =tim L D=S @D _ i, 1 =4
_],=4+4(T—2} X=p2 I—Z - I_E
=lim (x=2)(x+2)
x e, —2)

yax

Figura 4.2

=lm(x+2)=4.

a2

A equacdo dareta é y—4 =4(x-2).
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P‘ Tarefa 2

Resolver os seguintes exercicios, digitalizar e
enviar no moodle grupos.

1) Determine a equagdo da reta tangente a curva J = f(x) no ponto de abscissa indicada:

a)f(x):.:zn:2 x=2 b) f(gr):l x=2
v
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Derivadas laterais

Definicao 4.3. Dada a funcdo f(x): I >R

i) aderivada a direita de x,, € I € o nimero real indicado como
f.(x,) e dado pelo limite lateral a direita

f‘.r(-ru) = lim f{x]_.f{xu] (4?1

XXy x—xﬂ

quando este existir.

ii) a derivada a esquerda de x, €I € o numero real indicado
como f_'(x,) dado pelo limite lateral a esquerda

£ () = lim £/ 00) 4.8),

quando este existir.



Exemplos
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Exemplo 4. Calcule as derivadas laterais da funcao

xE—S.xES
x)= nos pontos x, =3 e 6.
760 {4—;:.3«:;:1:5 : ’

Resolucao: Temos que

f(3)= lm—"——— fO=fB) _ lim 4-x-(3-8) = lim - i
x—3" x—3 x—37 x—3 =3 x—3
=lm-1=-1;
=37
f'3)=lm———- 4G/ AC) = ]_1'L111J(__—8_1 = lim > —
=3 (x=3) =3 x—=3 =337 x—3
i ~3)(x+3) ; Como f.'(3) # f_'(3), entdo f ndo é derivavel em x = 3, isto €, ndo
—xggl 3 Im(x+3)=6. existe f'(x). Em x, = 6, temos
fo(6)= 11_111 RACIdAQ) = him 4-x-(=2)
(x—6) 3 x—6
= lim o=x =—1.

=3 x—6



Tarefa 3

Resolver os seguintes exercicios, digitalizar e
enviar no moodle grupos.

o ¥ osex<?2 . o
9) Seja f(x) =1[ ) , Verifique se f é derivavel no
—X + SC X >

ponto 2. Caso seja, calcule f(2).
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