Derivada

Derivadas implicitas, da funcao
Inversa e sucessivas
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Derivadas implicitas

Até aqui estudamos as fung¢oes em que a variavel dependente y é
dada explicitamente em termos da varidavel independente x atra-
vés de uma relacao y = f(x). Por exemplo, a fungdo quadratica

y=x"+3x-1, xeR.

Ha fungoes, contudo, que sdo definidas implicitamente através de
uma equacado da forma F(x.y) = 0 envolvendo as variaveis x e y.
Um exemplo simples é a equagao da circunferéncia de raio 1 dada
como x° +3° —1= 0. Nesse caso é possivel resolver a equagio em
v e obtém-se as funcoes:

y=4l-x2, xe[-L1] e v=—+1—-x?, xe[-L1].



Derivadas implicitas
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Ha equacgoes mais complicadas onde a resolugao explicita de y em
termos de x ndo é simples ou possivel como é o caso da equacao

2x1? +cos(x)+1=0.

O objetivo da regra de derivacdo implicita € o de calcular a deri-
vada da y, como funcao de x, quando y é dada implicitamente.

A regra consiste em derivar os dois membros da equacao em re-
lagdo a x usando a regra da cadeia quando preciso e, em seguida,
isolar o termo 1.



Exemplos

Exemplo 15. Calcular y’, sendo:
a) XX+y -1=0.

b) 2x* +cos(xy)+1=0.

Resolucdo:

a) Derivando os dois membros da equacéo (a) em relacio a x ob-
temos 2x+2yy'=0.

Isolando o termo y', obtém-se que 2yy'=-2x.
Suponha que existe um intervalo onde y € derivavel e onde y = 0,

f X
segue que y =——.

k)

b) Derivando os dois membros da equacio (b) em relacdo a x ob-
temos 2y° +2x2yy'—sen (x)[y +xp'] =0.

-2y — ysen(xy)
4xy +xsen(xy)

Isolando o termo y" y'=

Também nesse caso pressupde-se a existéncia de um intervalo
onde y € derivavel e x =0 e 4y +sen(xy) = 0.



Exemplos

36) Encontre a derivada da funcao definida implicitamente por
2x* -1 -1=0.

Resolucao. Vamos derivar ambos os lados da equacao em relacao a
x. Como y ¢ uma fungdo de x (y ¢ a funcéo implicita!), devemos
usar a regra da cadeia para derivar 1°. Temos:

4x

-_|' L]

4x—=31"y' -0=0=y' =

3y



Exemplos

37) Calcule a derivada da funcao y= f(x), definida pela equa-
cao: seny+e‘cosy=x—1".

Resolucao. Derivando ambos os membros da equacao em relacao a
X: cosy-y' +ecosy—e'seny-y' =1-2yy". Isolando »":

vi(cosy—e'seny+2y)=1-e'cosy

, l1—e'cosy

cosyv—e'seny+2y



Tarefa 7

Resolver os seguintes exercicios, digitalizar e
enviar no moodle grupos.

N . dx : -
1) Dadas as equacoes, determinar —a derivada de yem relacioa x
y

a)x’+y*=8

b)4x? —9y? =17

s | =—

c)cos(x + y) +sen(x+ y) =



%,
’{0Derivada da funcao inversa
\

Seja v = f(x) uma funcao que admite inversa e é derivavel no in-
tervalo 7 e tal que f'(x) # 0, Vx € 1. Entdo, a funcao inversa f ()
é derivavel em todo v € f(I) e

1

() = —— 413
()M 00 (4.13)

onde a derivada 7'(x) deve ser calculada em x=7""(v).



Exemplos

Exemplo 9. Determine a derivada da inversa da funcao

[0, 0) = (0, %), f(x) =",

Resolucao: A inversa da f € a funcdo x = ()= {/T v e(0,x).
Ademais, f'(x)=0 para todo x. Aplicando a regra (4.13), temos

Iy gy L — ! = I
e (0= 5= 5 T
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Exemplos

15) Seja f(x)=x"-8 e g ainversade f.Determine g'(x).

11
f'(x) 3x

ra € preciso escrever x em funcao de y, pois lembre-se de que
x=g(»).Mas y=f(x)=x" -8 x =y+8x=3{y+8.
|

l—ﬂgﬂ- g’(.“'!) — qm .
35(v

|

Resolucao. Conforme o Teorema 28, ¢'(y) =

- . Ago-

Resposta. ¢'(x) =

10



Exemplos

16) Seja f(x)=3(x+2)’ +6 e g ainversa de f. Determine g'(x).
Resolucio. Temos f'(x) =15(x+2)*. Pelo Teorema 28,

o
g ()= 15(x+2)*

Vamos escrever essa expressao em funcao de y:

y=3x+2+6 (x+2) = '1'!:6 S x+2= HJ:G.
2 z

Logo, g'(») =

ISyl x-6

(ad
—
=

Resposta. g'(x) = L, (



Exemplos

17) Seja f:[-3.0] »>[2.11]: f(¢)=¢>+2. Determine g'(t), sendo

g=f"

Resolucao. Faca um grafico de f e verifique que £ € de fato in-
versivel.
1 1

f'@& 2t

V= 42O =y -2 t=4,]y-2"

Pelo Teorema 28, g'(v) =

Precisamos decidir se r=+,/y—2 ou se t=—/y—2. Como
t €[-3.0], t € negativo (lembre também que aimagem de 7' éo

dominio de £).logo, t=—+y-2 € g'(3)=—= .

24t -2

Resposta. ¢'(r) = p re(2.11].

12
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PQ Tarefa 8

Resolver os seguintes exercicios, digitalizar e
enviar no moodle grupos.

2) Determine a inversa das funcoes:

a) f(x) =x -8
b) f(x)=3(x +2)5 + 6

13
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Derivadas sucessivas

Suponha que f é uma funcao derivavel no intervalo 7. Se a funcao
f'(x), também chamada de derivada primeira de f(x), é derivavel
no mesmo intervalo, entdo existe a funcao derivada de f'(x), in-
dicada como f"(x) que é chamada de derivada segunda de f(x).
Diz-se entdao que f(x) é duas vezes derivavel.

Seguindo esse procedimento sucessivamente e, supondo que f(x)
¢ n vezes derivavel, obtém-se a tuncao derivada n-ésima, ou de
ordem 7, de f(x) indicada como f™(x). As funcoes f'(x), f"(x),
., f™(x), sdo as derivadas sucessivas de f(x).

14
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Exemplos

Exemplo 14. Seja f(x)=x"+2x’+ x +1, x e R. Aplicando as regras
de derivacao vistas, obtemos:

e fl(x)=3x"+4x+1, xR
o f"x)=6x+4, xR
o fY(x)=6,xeR

o fM(x)=0,vnz=4,xeR

15
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PQ Tarefa 9

Resolver os seguintes exercicios, digitalizar e
enviar no moodle grupos.

4) Seja f(x) = x* + 3x2 — 1. Obtenha f""(x), £ (x), f IV (x) e f ™ (x) para nqualquer.
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