Derivada

Derivada da funcao composta e
das funcoes elementares
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erivada da funcao composta
%

SejJam u# uma funcao derivavel no ponto x e f uma funcao deri-
vavel no ponto u(x). Entao, se existir a composta h = f -u ela sera
derivavel no ponto x e teremos

') = f'(u(x))u'(x). (4.12)

Portanto, a derivada da composta € igual a derivada da funcao f,
calculada em u(x), vezes a derivada de u, calculada em x.

A expressao (4.12) também é chamada de regra da cadeia.
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Exemplos

Exemplo 8. Calcular a derivada de h(x) = (2x" + 4x+1)°, xe .

Resolucdo: Fazendo u(x)=2x"+4x+le f(u)=u’,
obtemos que h(x)= f(u(x)). Aplicando a regra da cadeia,

Ri(x)= f'uw)-u' =4 u' =402x° +4x+1)* - (6x° +4).
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11) Se f(x)=(Bx+2)", calcule f'(x).

Resolucao. Podemos escrever f(x) = (geou)(x), sendo
u(x)=3x+2e gu)=u".
Pelo Teorema 27, f'(x) = g'[u(x)]-u'(x).

Como g'(u)=4u’, temos que g'[u(x)]=4[u(x)]’=4(3x+2)’ €
u'(x)=3.Logo, f'(x)=4(B3x+2)-3=12(3x+2)’.
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12) Sendo vy =
7D
Resolucdo. Escrevendo y =(x° —1)™ =[u(x)]™ e aplicando a re-
gra da cadeia, temos y" = —4[u(x)]” -u'(x) = —4(x* =1)" -6x°, ou
~24x°
(x*-17

-, calcule y'.

seja, y' =
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13) Seja g(t) =X/ +¢+1. Calcule g'(-1).

Resolucao. Apliguemos a regra da cadeia, agora de maneira mais
1

direta, a funcio g(¢f) = (> +¢+1)3 para calcular g'(¢):

, 1 1 2t +1
()= +1+1)} -(2t+1)= R
3 3{/(@‘2+1‘+I)2

-1 -1
Logo, ¢'(—1) = =—.
go, g'(-1) NTRE
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14) Seja f(x)=(x —2)°-(x*+1)’. Calcule f'(x).

Resolucao. A funcao f € um produto de duas funcoes, o que

nos obriga a usar a regra do produto: (uv) =uv' +u'v, juntamente
com a regra da cadela:

F(x)=(x -2)"3(x" +1)2x+2(x° —=2)3x° (x* +1)’

=6x(x> =2)° (x” +1)" +6x7(x* —=2)(x* +1)’.



Tarefa 5

Resolver os seguintes exercicios, digitalizar e
enviar no moodle grupos.

1) Determine a derivada da func¢ao indicada:
1) f(x)=(x"+5x+2)

3x+2Y
2x+1

12) £(x) :[

13)f(x)= %(235 +6x7%)
17)y=(x"-6)
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1. Derivada da Funcao Exponencial de Base a

Seja f(x)=a",a>0,a=1exeR. A derivada desta funcao é

f'(x)=a"Ina. (4.14)
De fato,
_ x+h  _x xp b
f(x) :limf(ﬂf.’) ACY —lim < ¢ im& (@ -1 ,
h—1 h h—1) h h—1) h
=¢a" lim a 1 =a'lna.
h—=0 JE'I;

O udltimo limite € um limite fundamental apresentado no modulo |.
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1. Derivada da Funcao Exponencial de Base a

Exemplo 10. Calcule a derivada da funcao f(x)=¢€", x e R.

Resolucao: Temos que f'(x)=e"lne=¢e".

10
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2. Derivada da Funcao Logaritmica

A funcao g(x) =log, x é a inversa da fungdo y= f(x)=a", x e R.
Sabemos que f'(x) %0, para todo x € R. Podemos entdo aplicar a
térmula (4.13) para calcular (f Y(y):

111
f(x) a*lna vlhha

g'(M=(0=

Indicando a variavel de g por x, obtemos

1 _
g'(x)= . 4.15)
() xlna @15

11
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2. Derivada da Funcao Logaritmica

Exemplo 11. Calcule a derivada da funcdo g(x)=Inx, x €(0,+c0).

Resolucdo: Nesse caso, a base € a natural, a=e e Ine=1. Entdo,

, 1
g'(x)=—.

X

12
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3. Derivada da Funcao Poténcia

A derivada da fungao y = x’, chamada funcao poténcia, onde r é
um numero real qualquer, pode ser calculada usando o logaritmo

do seguinte modo:
hy=Inx"=rinx.

Agora, calcule a derivada de ambos os lados da igualdade, com
respeito a x:

d d
—(Inv)=—1(rinx).
dx{ V) d.*r( )

Aplicando resultados anteriores vocé obtém que —-y'=—, ou
. V X
ainda, '
F
A ' 3
p'=—= =rx"
X X

y=r"", (4.16)

soDerivadas das funcoes elementares
v
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3. Derivada da Funcao Poténcia

Exemplo 12. Calcule a derivada da funcao f(x) = \/;,, v > 0.

1
Resolucao: Temos que f(x) = x?, portanto

] 24
f)==x* =—x?=—F.

14
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4. Derivada da Funcao Seno

Seja f(x) =senx, x =E. Aplicando a definicao de derivada, obte-

von g sen(x+h)—senx
mos [ {:I}—!HJ_I_I'} .

Usando a identidade trigonométrica sen(x+h)=senx.coshsenx,

segue que
fix)= E_I_‘[%l sen x (cosh—1) M " cos x}
. cosh-1 . senh
= sen xlim +cos xlim
=0k =0k
onde lim =2 i =le 15

k—0
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4. Derivada da Funcao Seno

lim cosh—1 — lim cos” h—1 —tim —sen A
=0 =0 i(cosh+1) "0 h(cosh+1)

. senh . sen A

=0 h =0 cos h+1
Logo,
f'(x)=cosx 4.17)

ou seja, (senx)'=cosx.

16
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5. Derivada da Funcao Cosseno

O calculo da derivada de f(x) =cosx, x € R, pode ser feito como
no caso do sen x. Outra maneira mais simples € a seguinte.

| T ',
Como cosx =sen | ——X | segue que
L2 J
I :-. T H: I
(cosx)'=|sen | E—II =

L I '\.r .
[ 7T I \ [ 7T '
=Cos| ——X || ——X | =—C0§| ——X |=—Senx.
7 L2 ] L7

L

Portanto,

(cos x)'=—senx (4.18)

17
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6. Derivada da Funcao Tangente

58N X

Aplicando a regra do quociente a relagao tgx = , obtemos

CO5X

(tgx)'=— (4.19)

Portanto, a derivada da funcao tg x é (tg x)'=sec” x.

18
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/. Derivada da Funcao Arco Seno

@Derivadas das funcoes elementares

A funcdo y =arcsen x, x €[, 1], é a inversa de x =sen y. Aplican-
do a regra (4.13), obtemos:

| | 1 1

5 1 — — —

p'=—= = = .
' al T 7 7
rooeosy  Jl-sen' vy 1—x°

Portanto,

(arcsen x)' = : = ye(—11). 4.20)

l—x

19
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8. Derivada da Funcao Arco Cosseno

@Derivadas das funcoes elementares

A funcao y=arccos x, x [-1. 1], é a inversa da funcao x=cos y.
Aplicando a regra da derivada da inversa, obtemos:
L1 I

1
1 = = = = .
x' —seny —\/] —cos’y  AJl—x7

Portanto,

(arccosx)' = ———, x (-1 1). 4.21)

20
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9. Derivada da Funcao Arco Tangente

A funcao v =arctg x, x € R, é a inversa da funcao x =tg y. Entao,

L1 1 1
Y =7 sec’y  1+tg’y 14+x*
Assim,
(arctg x)'= ] — xR (4.22)
I+x°

21
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10.Derivada da Funcao Arco Cotangente

A tuncao y =arccotg x, x € (0.77), é a inversa da funcao x = cotg y.

1 1 1
Entdo, y'=—= — == — = — -
x' —cossecTy l+cotg™y 1+ x°

Assim,
1
1+x°

(arccotg x)'=— (4.23)

22
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Exemplos:

Exemplo 13. Calcule a derivada das fungoes:

a) y=arcsecx e b) y=arccossecx

Resolucao:

I "

a) Sendo secx = . temos v = arccos

COs X LX)

, que € a inversa da

1
funcdo —=cos v. Entéo
X

;1 1 1 _cos’y  cos’y

x' (secy) tgy-secy senv [l—cosly

Lembrando que cos y = ! , obtemos y'=

1
X |I|\,".T2—].

soDerivadas das funcoes elementares
v
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Exemplos:
(1) ..
b) Sendo cossecx = , temos y =arcsen | — | que € a inversa
Sen x L x )
.1 N
da funcao — =sen y. Entao,
X
1 1
V= =
x' (cossecy)'
1 sen’y sen’y
—cotg v-cossecy  COS ¥ \/1_53113 v

1 .
Como seny=— entdo, v'=-

1
X |x|4fxt =1 Y
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11.Derivada das Funcoes Hiperbolicas

(senh x)' =cosh x (tgh x)'=sech ¥
(cosh x)'=senh x (cotgh x)' = —cossech “x
(sech x)' =—tgh x-sech x (cossec hx)' = —cotgh x-cossec hix

25
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12.Derivada das Funcoes Hiperbolicas

Inversas
(arcsenh x)’ I (arccosh x)' : 1
8 x) = = sl x) = - , X =
x°+1 VX =]
1 1
(arctgh x)'=——, |x|<1 (arcctgh x)'=——, |x[>1
1—x" x -1
( h x)' 1 (arccossech x)' 1
arcsech x)'=— = 0<x<l1 55 == ; c x=0
xy1l—x X |Vx"+1

26
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Resolver os seguintes exercicios, digitalizar e
enviar no moodle grupos.

1) Determine a derivada da funcao indicada:

8)f(x)=3

9) f(x) =sen(x?)

10) f(x) = cm{l}
X
14)y =In(x° —1)

27



