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Fixamos conjuntos nao-vazios M, I e uma familia D = (d;);ec; de semimétricas.
Para cada x € M, J C I finito e nao-vazio, e cada ¢ > 0, definimos a
vizinhaga bésica de x

Vie(x) ={ye M : d;(y,x) <e,VjeJ}

Um subconjunto U C M é aberto se para todo x € U existe uma vizinhanca
bésica de = contida em U. Denotamos por 7p a colecao desses abertos.

1 Questao 2.a

E imediato que M € 7p, e esta claro que ) € Tp por vacuidade.

Seja {Ux}aea uma colegao de elementos em 7p, e considere U := [y, Uax.

Dado = € U, existe A\p € A com x € U),. Portanto, existe uma vizinhanca
bésica Vj.(x) C Uy, C U. Como z é arbitrario, U é aberto.

Finalmente, dados Uy, Us € 7p, seja x € U; NUs. Ora, existem J, C I finito
e nao-vazio, e €, > 0 com

VJLEZ(I) c Uy. (f = 1,2).

Entao, claramente VU, min{e; o} () C U N Uz é uma vizinhanga bésica de
x. Portanto, U; N Us é aberto.

2 Questao 2.b

Seja y € Vj.(z), e escreva 6 := maz{d;(y,z) : i € J}. Note que § < .
Seja z € Vy._5(y). Entao temos, para cada j € J,

dj(z,x) < dj(zy) +dj(y, )
< (e=d)+d=¢
= z € VJ75(1’),

onde usamos a desigualdade triangular na primeira linha. Concluimos que
Vi3e—s(y) C Vye(z), ou seja cada vizinhanca bésica é de fato aberto de 7p.



3 Questao 2.c

Sejam (x,) C M e xg € M.

(=)
Suponha que z,, = x¢ em 7p, e fixe ig € I.

Seja ¢ > 0 dado. Como vimos no item anterior, Vi; y (2o) é um aberto
de 7p contendo xy. Entao, existe ng € N tal que para todo natural n > ny,
Ty € Viig),e(20), 0 que significa precisamente que

diy(Tn, o) <€, M >ng.
Concluimos que d;, (2, o) — 0 como desejado.
(=)

Suponhamos que d;(x,,z9) — 0 para cada i € I. E suficiente mostrar
que para uma vizinhanga bdsica genérica V. (zo) de xg, os termos x,, entrarao
eventualmente nesta. Fixe-a, portanto; escreva J = {j1,...,jx}

Para cada ¢ € {1,...,k}, podemos escolher um niimero natural n, € N de
modo que para todo natural n > ny tenhamos

d;,(xn,x0) <€,

ja que dj,(zy,x0) — 0. Portanto, se fixamos ng := maxz{ni,...,ng}, teremos
que para todo natural n > ng, ,, € Vy(x), como desejado.

4 Questao 2.d

Suponha que (M, 7p) é Hausdorff, e sejam x # y pontos de M. Existem J, J" C I
conjs. finitos e nao-vazios, e nimeros €, > 0 tais que

Vie(x) NV o(y) = 0.

Em particular, para algum j € J, temos que ter d;(y, ) > € > 0. Isto estabelece
que D é separante.
Reciprocamente, sendo D separante, dados x # y em M existe ig € I tal

que d;, (z,y) > 0. Ponha &g := M, e Jo := {ip}. Entao, dado z € Vy, ., (v),
temos

2e0 = dio (LC, y) < dio (x’ Z) + dio (Zv y) < dio (iE, Z) +e0=¢0 < dio (1'7 Z),
e portanto z ¢ Vj, ., (z). Concluimos que
VJO,EO (l‘) N VJO,EO (y) = @,

e dai que (M, 7p) é Hausdorf.
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