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ALUNO(A):

1) Uma semi-métrica (ou pseudo-métrica) em um conjunto M é uma fungio
d: M x M — Ry tal que

1) d(z,x) =0, para todo z € M,

2) d(z,y) = d(y, z), para quaisquer z,y € M,

3) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y), Vx,y,z € M.
Dada uma tal semi-métrica d em M,

a) Cheque que podemos definir as nogoes de bola aberta (ou fechada) e de
topologia 74 associada de forma idéntica a de um espago métrico. No
entanto, verifique que tal topologia é Hausdorff se e somente se d é uma
métrica.

b) Defina em M a seguinte relagdo de equivaléncia: x ~ y se d(z,y) = 0.
Denote por T a classe de equivaléncia do elemento z € M, e por M /d o
conjunto das classes de equivaléncia. Defina d : M/d x M/d — Ry pondo

d(z,y) = d(z,y).

Prove que essa fungdo estd bem definida e que é uma métrica em M/d.

2) Sejam M, I conjuntos nao-vazios. Seja D = (d;);e; uma familia de semi-
métricas em M. Vamos delinear um método para construir uma topologia em
M associada a essa familia. Inicialmente defina, para cada z € M, cada niumero
€ > 0 e cada subconjunto finito ndo-vazio J C I a vizinhanc¢a bdsica de x

Vie() ={y € M|di(y,x) <eVie J}

A partir dai, declaramos que um subconjunto U C M é aberto se para cada
x € U, existirem um ntumero € > 0 e um subconjunto finito ndo-vazio J C I tais
que Vy(z) CU.

a) Prove que a colegdo 7p de tais abertos é de fato uma topologia em M.

b) Prove que se y € Vj(z), entdo Vi _max,c, ds(y,2) () C Vie(x). Conclua
que cada vizinhanca béasica é um aberto de 7p, e que cada aberto dessa
topologia é uma uniao de tais vizinhangas basicas.

¢) Seja (x,) uma sequéncia em M, e g € M. Prove que z, — xo na
topologia Tp se, e somente se, d;(x,,xo) — 0 em R para cada i € I.



d) A familia D é dita ser separante se Y,y € M,
di(z,y) =0,Viel = x=y.
Prove que 7p é Hausdorff se e somente se D é separante.

e) Seja (N,dy) um espago métrico, e X um conjunto nao-vazio. Seja M =
FX,N)={f|f:X — N}. Paracada z € X, definad, : M x M — R,
pondo

d.(f,9) =dn(f(x),9(z)),Yf, g € M.

Prove que D = (d;),cx é uma familia separante de semi-métricas em M,
e conclua que se (f,) é uma sequéncia de elementos de M e f € M, entao
fn — f na topologia 7p se e somente se f,(x) — f(x) em (N,dy) para
cada z € X.

3) Seja I C R um intervalo. Siga o roteiro para provar que I é conexo por
absurdo.

a) Fixe uma cisao (A, B) de I, suponha que esta nao seja trivial, e fixe a € A
e b € B. Sem perda de generalidade, podemos por a < b.

b) Prove que o conjunto
Z ={t€la,+0) : [a,t] C A}
é nao-vazio, limitado superiormente, e que ¢ :=sup Z > a.
¢) Mostre que ¢ € I\ AU B, e que isto d4 a contradigao desejada.
4) Sejam (M,dps) e (N,dy) espagos métricos e f : M — N uma fungio
continua. Prove que se C' C M é conexo em M, entdo f(C) é conexo em N.
Use isto para provar o teorema do valor intermedidrio: se I C R é um intervalo,

a<bestaoem I, f: I — R é continua e f(a) < d < f(b), entao existe ¢ € (a,b)
tal que f(c) =d.

5) Faca os exercicios 3, 18, 22 e 23 do fim do Capitulo 4 do livro do Rudin.



