NOCOES DE LIMITE E
CONTINUIDADE

Limites no Infinito & Limites Infinitos



Limites no Infinito

Consideremos a seguinte funcao:

3x +1
= cpara x#1
A x +1 P *

Observe a tabela:

100 1000 10000

A medida que x cresce através de valores positivos, observamos

que os valores da funcao f(x) se aproximam cada vez mais de 3.
Logo, pode-se dizer que

3I+1_

lim f(x) =hlm 3
T3 = x + 1



Limites no Infinito

Definicao 3.4. Seja f(x) uma funcdo definida em todo nimero

real de um intervalo (a,+=0). O limite de f(x), quando x cresce ili-

mitadamente, é L, e escreve-se lim f(x) =L, se para qualquere > 0,
X3

existir um nimero T > 0 tal que |f(;r} — L| <esempre que x >T.



Limites no Infinito

Consideremos novamente a seguinte fungao:

f(x) = Sx + l,para x#1
x + 1

Observe a tabela:

-1000 -10000

Observamos que, a medida em que os valores de x decrescem

ilimitadamente, f (x) aproxima-se cada vez mais de 3. Logo, podemos

afirmar que 3y + 1

li = I
Iﬂf(f} IEI—}'E X + ]_

3




Limites no Infinito

Definicao 3.5.Seja f (x) uma fungdo definida em todo ntiimero real

de um intervalo (—=o.a). O limite de f(x), quando x decresce ilimi-
tadamente, € I, e escreve-se lim f(x)=L, se para qualquer ¢ >0,
x—»—C

existir um nimero T < 0 tal que |f[;r} — L| < e sempre que x <T.

Assim, lm f(x) =lim Tt _3 e lim f(x)= lim Sx+1
X x® y4+1] X~ =% 41

=3, veja o

grafico de f(x) a seguir.



Limites no Infinito
¢

Observe atentamente pelo gratico que 1i1’lil+ f(x)=—=e
lim f(x)=+e2. H’
T

Teorema 3.7. Se n é um nimero positivo qualquer, entdo

T 1 e g 1
1) im —=0; 1) m —=0.
IOy X%

|




Exemplos

\

. . Tx + 2
Exemplo 1. Determinar o valor de lim al .
=052 -3
Resolucao: 5e no calculo deste limite vocé tentar utilizar o item
d do Teorema 3.3 (que se aplica somente quando lim f(x)=1L e
X—ra

limg(x)=M #0,com L.M R o que ndo ocorre aqui), vocé che-
X—id

¢ . -2 - . - .
gara a indeterminacdo —. Para levantar esta indeterminacio, divi-
(= ]

da o numerador e o denominador de f(x) por x, para x maior que
zZero, pois os valores x devem ser considerados positivos.

Assim,



2 ™
lim[? + —J lim
=i x X—ha0

X—pm

]im(,ﬁ'ﬁ— : J im

2 . (1
lim7 4+ im= lim7+lim| 2-—
=00 I _ X—+0 I_}:ﬂ"\-. X
.. 3 1)
lim5—lim—  [lim5—=lim| 3- J
X3 X—n x ] X = \ x""

( 1
lim7 + llimﬁ : lim—J
X—pal K= s I

\/ﬁmﬁ—(lim}nmé)
X —0 X—»T X—pm I_




Exemplos

.1 .1 .
Pelo Teorema 3.7, im—=0 e lim— =0, calculando o limite
.'l:'—}-I'I X—¥D I‘

quando x — =0, a expressdo do lado direito da igualdade acima,
T+2-0 7

fica =—.
J5-3.0 45

. Tx + 2
Portanto, lim a

o 523 A5




Exemplos

Exemplo 2. Calcular lim Jxr 2
o= y5xt -3
Resolucao: Se no calculo deste limite vocé tentar utilizar o item
d do Teorema 3.3 (que se aplica somente quando lim f(x)=L e
T—wd

lim g(x)=M = 0,com L.M R o que nio ocorre aqui), vocé che-
x—a

(=
gara a indeterminacdo —. Como no exemplo anterior, para levan-
(=

tar esta indeterminacéo, divida o numerador e o denominador da

funcdo f(x) por x. Como x tende a menos infinito, os valores de
x devem ser considerados negativos. Para o denominador vamos

. 2
considerar x = —«J'Jr .

Assim,
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Exemplos

.
lim 7+ lim —
X—p—o e

. .3
— (1lim 5— lim —

Xy .

. i . 1
lim 7+ lim 2- lim —
x——0 YR IE oy

—‘j lim 5— lim 3- lim Lﬁ

X——x T——x X0 T

7+2-0 7

7

=

"G B

7 7

e

Tx + 2 Tx + 2
= lim —— = lim X
== syt —3 0 syt 3
g ]
X —Jx°
Tx + 2 .7 2
lim
' _:..—I:CI
= lim X - X
= 5yt 3 . 5y -3
— . lim — 5
X T—3— @ X
T 2 (.2
lim ._x+: lhm|7+—
_ I ®m oy x A X
. Sy 3 . 3
- lm , |—-— —lm,/5-— :
vt | R o\  x Portanto, lim
¥ —®

Tx +
\:’51’2—

30 5
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Exemplo 3. Determinar lim

Exemplos

4x°— 8x47

= 6x —3

Resolucao: Para calcular este limite se vocé tentar utilizar o item
d do Teorema 3.3 (que se aplica somente quando lim f(x)=L
X—pd

elimg(x)=M #0, com L.M R e aqui isto ndo ocorre), vocé
X—wa

o

chegara a indeterminacdo —. Para levantar esta indeterminacéo,
=0

divida o numerador e o denominador da funcido f(x) pela maior
A - . s .5
poténcia ou expoente da variavel x, que no neste nosso caso é x".

4x" — 8x +7

) o 4x - 8x+7 : 3
Assim, lun - = lim 35:
== fx =3 5-® Ox =3

r 12




Exemplos

7
lim i— lin i+ him —

F—— 0 IE ¥—— a0 III' == _'j_"

5

- . E
lim 6— lim

X—— @ X—s—m Y

tm 41 |- fim 8-

1 1

1

4-lm —-8-lm —+7-lim —
30 x”

I—}-—'I'x I—}-—'I'x

lim 6-3- lim Lj
X——10 T——% y
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Exemplos

P

1 o1 .1
Pelo Teorema 3.7, sabemos que lm —= lm —= lm —=0,
I——% y~ =% y X—=—% y~

.. 4x =8x+7 4-0=8-0+7-0
assim lim = =

- 0.
s x” =3 6—=3-0

4 x - 8x+7
Portanto, hm * . r = (.
=== fx —3




Tarefa 4

Resolver 0s seguintes exercicios, digitalizar e
enviar no moodle grupos.

6. Calcular os seguintes limites:

Ix“+5x—4
r+7x

a) lim,_ .
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Limites Infinitos

Consideremos a fungao definida por f(x) = para x + 3.

(x—3)2
Queremos determinar os valores da fungao f(x) quando x esta

proximo de 3. Para x se aproximando de 3 pela direita, x > 3, temos:

3,25 3125 31 3,01

2

) = =5

2 8 32 128 200 | 20.000 | 2.000.000

Fazendo x aproximar-se cada vez mais de 3, com x > 3, f(x) cresce
ilimitadamente.
.

Escreve-se lim —=+w. Quandox —37. f(x) — +=.
T3 (_T{' — 3}_

16
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Limites Infinitos

Agora vamos considerar x se aproximando de 3 pela esquerda.
Para x < 3 obtem-se os valores de f(x), dados na tabela a sequir.

fx)=

2 8 32 50 2.000 | 20.000 2.000.000

(x —3}

Fazendo x aproximar-se cada vez mais de 3, com x < 3, f(x) cresce
ilimitadamente.

2
Escreve-se lim =+eo0. Quando x — 3. f(x) =+ .

x5 (I 3}
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Limites Infinitos

Portanto, quando x se aproxima de 3 pela direita (x > 3) ou pela
esquerda (x < 3), f(x) cresce ilimitadamente e escreve-se

Apos estas consideragdes, veja o grafico de f(x)=
x # 3 a seguir.

para

2
(x=3)*
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Limites Infinitos

Escrevemos lim f(x) =+ para dizer que f(x) cresce ilimitada-
X—Hi

mente quando x tende para a.

Se f(x)<0 para x préximo de a e 0 modulo de f(x) crescer ilimi-
tadamente escrevemos lim f(x) = —o.
X—i

De maneira andloga atribuimos signiticados para lim f(x)=1w=e
X—¢T

lim f(x) = Zee.
x—a

Escrevemos lim f(x)=+e0 para dizer que f(x) cresce ilimitada-
T—+o
mente sempre que x crescer ilimitadamente.

De maneira analoga atribuimos significado para lim f(x)=—=e
. T—+o
lim f(x)=%=0.

X——1

19
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Limites Infinitos

Teorema 3.8. Se n é um numero natural, entao

1
a) lm—=+=;

r—0" TH

b) lim—=
x—0 *-;”

1 + 9 se n par
— o0 Se m impar

20



Exemplos

Exemplo 1. Calcular lim id
x—0" g

Resolucao: Neste caso n =4 e pela letra a do teorema 3.8, temos

1
lim — =+
—0"

Exemplo 2. Calcular lim iﬂ
=0 x

Resolucao: Agora n =5, impar, pela letra b do teorema 3.8, vem

|
lim — =0,
=0 ¥y

21



Exemplos

Exemplo 3. Calcular lim ig
x—=0" x

Resolucao: Como n =8, par, pela letra b do teorema 3.8, temos,

.1
Im — =+,
x—=0" x
1 ™
Exemplo 4. Determinar lim { xfefx+ .

x—07 xﬁ J

Resolucao: Usando os teoremas sobre limites € o teorema 3.8 vem

. 1 . 4 . . 1
lim { xt +3lx +— | = lim x" + lim 3/ + lim —

x—07 z x—07 x—0" x—0* xﬁ

=0+0+ o0 =+,
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Exemplos

Exemplo 5. Determinar lim (5 x" -3 x° +2).
Ii—T =

Resolucao: Tentando aplicar o item a do Teorema 3.3 ao limite

lim (5 x' —3x”+2) vocé chega 3 indeterminacio «o—oo. Para

levanta-la, vamos multiplicar e dividir a funcio dada por x” que é
0 termo de mais alto grau da funcio f(x), e temos

x - (5x"=3x° +2)

lim(5x" =3x" +2) = lim -

X—par X —pdon X
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Exemplos

Como Lim (5——+—1 [ lim 5- lim i:,+ lim é]

I—+ X x—+ @ I3+ 0 3T x0y

1 Y ]
[llmi EJ{ llm(}l-—T)]
I —p—a0 'I:—!I-+l'.l I T —p-i I

[hm 5—=1lim 3- lim

X ¥ =00 'I""_x' X0 .-l'!"ﬂ'-'x

e -
—y

—5-3.0+2-0=5,
enquanto lim x’ = 40, tem-se lim (5x =3 x° +2)=+ .
X+ T—+ o

Portanto, im (5x' =3 x" +2) =+ .
x—+
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Exemplo 6. Determinar lim

Exemplos

3yt

— 2 _4

Resolucao: O limite do numerador € lim 3x'=3-2"=3-4=12 e
x—2"
o limite do denominador & ”

lml(x 2)-(x+2)= lun(x 2)-lim(x+2)

=2 32
=(2-2)-(2+2)=0-4=0

O limite do denominador € 0, e o denominador esta se aproximando
de 0 através de valores positivos, isto € quando x — 27 tem-se

x>2ex-2>0. Logo, x—2 — 0 por valores positivos e, assim a
2

fracdo

€ positiva e assume valores arbitrariamente grandes.

[B]

3
Portanto, lim *

x> 2 x -4

= +a0.
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PQ Tarefa b

Resolver 0s seguintes exercicios, digitalizar e
enviar no moodle grupos.

7. Calcular os limites seguintes:

X343x°42x

r—-7x?

a) limy_,_.
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