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1 Continuidade em espagos métricos

Embora continuidade seja - como veremos - uma nogao puramente topoldgica,
usaremos inicialmente uma definicao véalida apenas para espagos métricos.

Definigao 1 (Fungao continua entre espacos métricos). Sejam (M, dy) e (N,dy)
espagos métricos. Uma funcdo f: X C M — N € continua em zg € X se para
todo real € > 0 existir um real § > 0 tal que

Vo € X, dy(x,20) < § = dy(f(z), f(z0)) < &.
Se [ € continua em todo x € X, dizemos que € continua.

Exemplo 1. Sejam (M,dy) e (IN,dn) espacos métricos, e yo € N. Segue
imediatamente da definigao que a funcao contante de valor yg

foo:x€Mm—y €N

é continua.

Exemplo 2. Tome (M,dy) = (N,dy) = (R,d;.|), onde |.| é a norma usual
de R. Uma fungao f : X € R — R é continua em ¢ € X de acordo com a
Definicao 1 se e somente se

Vee X, |z —xo| <0 = |f(x) — f(zo)] < e.

Mas essa é precisamente a definigao usual de continuidade de seu Célculo 1! Por-
tanto, todas as fungdes reais de uma varidvel que vocé ja sabia serem continuas
ou descontinuas sao respectivos exemplos de acordo nossa definicao. Em partic-
ular, fungoes polinomiais, funcoes racionais, a fungao raiz quadrada, as fungoes
trigonométricas e trigonométricas inversas, fungoes exponencial e logaritmo, to-
das sdo ainda fungdes continuas para nés.

A defini¢ao 1 nao apenas reproduz a definigdo usual de continuidade que é
familiar quando (M,dp) = (N,dny) = (R,].]), mas tem o mesmo significado
heuristico: uma fungao f ser continua em um ponto g significa que podemos
fazer os valores da funcéo “tao préximos de f(zp) quanto queiramos fazendo x



suficientemente préximo de zy”, a nogao de proximidade tornada pela precisa
pelas fungoes distancia.

Fica como exercicio para o leitor verificar que se (M, dy;), (N,dn), (P, dp)
sao espagos métricos, e f: X C M — Neg:Y C N — P sao fungoes quaisquer
com f(X)CY com f é continua em xy € X e g continua em f(xg), entdo go f
é continua em xy. Em particular, composicao de fungoes continuas é continua.

Proposicao 1 (Propriedades aritméticas da continuidade). Sejam (M, dp) um
espago métrico e (E. | .||) um espago vetorial normado. Sejam f,g: X C M —
Eeh:X CM— R fungoes continuas em um ponto xg € X. Entao:

i) f+g:2€ X — f(x)+g(z) € E € continua em xo;
it) h-f:x€ X — h(x)- f(x) € E é continua em xg.

Demonstragao. Provaremos (i), e a deixamos a prova (mais fdcil) de (i) como
exercicio.
Inicialmente, note que podemos escrever, para todo = € X,

[A(z) - f(x) = h(zo) - flzo)| < (h(z) — h(zo)) - (f(x) — f(z0))
+  h(zo) - (f(x) — f(=0))
+  (h(z) = h(x0)) - f(20). (1)

Seja ¢ > 0. Pela continuidade de h e f em x(, existe § > 0 tal que

) 5
xeXedy(z,xg) <d = |h(z)— h(z)| < min {1, WL
€
¢ @)= feoll < smasiFD @)

Portanro, se x € X e dp(z,x0), substituindo as desigualdades (2) na (1) nos
da que
[h(z) - f(z) = h(zo) - f (o)l <e.
O

A Defini¢do 1 parece depender fortemente da métrica. Uma primeira in-
dicacao de que esse nao é o caso vem do seguinte resultado crucial.

Proposicao 2 (Caracterizacdo sequencial de continuidade). Sejam (M,dps) e
(N, dn) espagos métricos, f : X C M — N uma funcdo, e zg € X. As sequintes
afirmacoes sao equivalentes.

i) f € continua em xg.

i1) Para toda sequéncia (x,) C X tal que dy xo, temos f(xy) &y f(=zo)

Proof. ((i) = (i1))
Suponha f continua em z(, e considere uma sequéncia (x,) C X tal que ten-

hamos z, 2 zg. Dado € > 0, seja § > 0 tal que

Vo € X, dy(x,z0) < § = dy(f(), f(z0)) < e.



Escolha entdo ng € N tal que Vn € N, n > ng = dy(zn,z0) < 0. Mas entao
dn(f(zp), f(zo)) < &, 0 que prova (i7).

((i1) = (1))

Assuma, por absurdo, que vale (i7), mas que f ndo é continua em xy. Entao,
existe g > 0 tal que para todo & > 0 existe x5 € X tal que dp(xs,20) < 0,
mas dy(f(xs, f(z0)) > €o. Em particular, para todo n € N podemos escolher
x, € X tal que dp(zn,x0) < 1/n, mas dy(f(xn, f(zo)) > &9. Claramente
T, dy xg, donde f(x,) dy f(zo) de (it). Mas entao dy(f(zs, f(zo)) < €9 para
n grande o suficiente, uma contradigao.

O

Coroldrio 1. Sejam M, N conjuntos, dyy, dy métricas topologicamente equiva-
lentes em M, e dy, dn métricas topologicamente equivalentes em N. Dada uma
fungio f: X CM — N, exg € X, [ € continua em x¢ com respeito a (M, dpr)
e (N,dy) se somente se o é com respeito a (M, dy) e (N, dy)

Comentdrio com respeito a prova. Este resultado é quase imediato da Proposigao
2 se lembramos que convergéncia de sequéncias sé depende da topologia subja-
cente, e nao da métrica especifica que a define. Detalhes sao com voceé.

O

Observagao 1. Sejam FE, F' espacos vetoriais de dimensao finita. Desde que
usemos normas para definir suas respectivas topologias, a afirmagao de que
uma fungéo f : X C E — F é continua (ou néo) ndo depende de quais normas
especificas usemos, ja que vimos que quaisquer dois sao equivalentes.

Exemplo 3. A funcio f: R? — R dada por f(0,0) =0 e

X
f(xvy)z\/TTyQ

para todo (z,y) € R?\ {(0,0)} ndo é continua na origem. Para ver isso, basta
notar que a sequéncia (zg,yr) = (1/k,0) converge para (0,0) em RZ? mas
f(zr,yx) = 1,Vk € N, e por isso converge a 1 # f(0,0). Poderfamos perguntar
se seria possivel dar a f outro valor # 0 na origem que a tornasse continua af;
mas nao, pois se o fizéssemos, poderiamos adotar a sequéncia (zy, yx) = (0,1/k)
e a conclusdo se manteria, ji que f(zk,yr) = 0,Vk € N nesse caso.

Exemplo 4. Em um espag¢o métrico (M,d), a prdépria métrica d : M x M x R
é uma funcdo continua (adotando-se a topologia-produto em M x M induzida
pela topologia métrica que d induz em M ). Com efeito, seja (zo,y0) € M x M e
((zn, Yn))nen C M x M uma sequéncia tal que (x,,yn) — (2o, yo) na topologia-
produto. Sabemos que isso significa que x, — g € Yy, — yo em (M, d). Agora,
note que, usando a desigualdade triangular com cada n € N,

d(xnayn) S d(wnaxO) +d(107y0) + d(yann)
= d(xna yn) - d(ﬂ?o, yO) S d(xnv 1‘0) + d(yoa yn)



d(IanO) < d($n7170) +d(znayn) +d(y05yn)
= d(anyO) - d(xnayn) S d(-rruxO) + d(y07 yn)7

donde concluimos que

n—-+o0o

|d(xn7 yn) - d($07 yO)l S d(xna 1‘0) + d(:Um yn) — 07
ou seja, que d(zy, yn) — d(zo,yo) em R. O resultado agora segue da Prop. 2.

Exemplo 5 (Operagoes em um espago vetorial). Seja (E,||.||) um espago ve-
torial normado. Provaremos, usando a Prop.2, que suas operagoes de espaco
vetorial:

(z,y) eExXE—z+ycEe(Mz)eRxE—A-z€FE

sdo fungoes continuas (usando a topologia-produto nos produtos cartesianos)!.

Com efeito, seja ((zn, Yn))nen sequéncia em E'x E convergindo (na topologia-
produto) para (zg,y0) € E x E. Entéo 2, — x¢ € y, — yo na norma. Mas note
que

+
Inty) = (o +0) | = 1n—20) + (yn = 30) | < ln — 0|+l —30]l "0,

ou seja, (Zn + yn) — (o + yo) na norma.

Agora, seja (A, Tn))nen sequéncia em R x E convergindo (na topologia-
produto) para (Ag,z9) € R x E. Entao A, — Ao em R e x,, — x na norma de
E. Agora, temos

||)\n'xn_)\0'x0H = H)\an'n_/\Omn'i_AO(mn_xO)H

A

< An = Xolllzall + ol — w0l "5 0,
pois (||| )nen € limitada uma vez que (x,,) converge. Concluimos que A, -z, —
Ao * Lo Na norma.

2 Continuidade uniforme

Definigao 2 (Continuidade uniforme). Sejam (M, dy) e (N, dn) espagos métricos.
Uma fungio f: X C M — N ¢é uniformemente continua se para todo real € > 0
existir um real 6 > 0 tal que

Va,y € X, du(z,y) <0 = du(f(z), f(y) <e.

1Um espago vetorial topoldgico é um espago vetorial (real ou complexo) munido de uma
topologia (usualmente assumida Hausdorff) com respeito & qual suas operacdes de espago
vetorial sdo continuas. H& vérias formas diferentes de dar uma tal topologia a um espago
vetorial, normas sendo apenas uma. Entretanto, qualquer topologia desse tipo em um espago
vetorial de dimensao finita vem de uma norma, e portanto sé hd uma. Eis outra forma em
que a topologia usual de R™ é especial!




Note que o nome “uniforme” é adequado porque a caracteristica fundamental
da continuidade uniforme é que o § > 0 s6 depende de £ > 0, nao dos pontos de
X. Obviamente, qualquer fungao uniformemmente continua é também continua;
o préximo exemplo mostra que a reciproca é falsa em geral.

Exemplo 6. A funcdo quadratica f : z €— R+ 22 € R é continua mas ndo é
uniformemente continua. Com efeito, tome £ = 1. Dado qualquer § > 0, tome
acl;:%ey(;:%—i—g. Entao |xs — ys| = §/2 < §, mas
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Teorema 1. Sejam (M,dp) e (N,dy) espagos métricos, e f : X C M — N
uma funcao tal que X € compacto. Se f € continua, entao f € uniformemente
continua.

Demonstracdo. Suponha que f é continua, mas nao uniformenente continua.
Entao, existe g9 > 0 tal que para cada n € N, existem z,,y, € X tais que
dM(CCTHyn) < l/ﬂ,, mas

dN(f(:L'n)a f(yn)) Z €o- (3)

Pela compacidade de X, podemos escolher subsequéncias convergentes (z,, ), (Yn,)

em X, digamos com dg Ty € Yn, dﬁ Yo, com xg, Yo € X.
Pelo Exemplo 4, por um lado dys(zn,, yn;) = da(zo,yo); por outro, nossa
escolha implica
Apr(@n; s Yn;) < 1/ng — 0.

Pela unicidade do limite, dps(xg,yo) = 0 = 2o = yo.
Agora, como f é continua, a caracterizagao da Prop. 2 nos permite concluir
que,

Fl@n) B flx0) € Flyn) S fyo) = flao).

Mas entao, novamente pelo Exemplo 4, dy (f(zn,), f(Yn,)) = dn(f(x0), f(z0)) =
0, enquanto que a Eq. (3) nos daria 0 = dn(f(x0), f(z0)) > €0, um absurdo.

O

O seguinte exemplo mostra que compacidade do dominio, embora suficiente para
garantir continuidade uniforme se a fungao é continua, nao é necessaria.

Exemplo 7. A funcéo seno sin : R — R é uniformemente continua. Com efeito,
seja fixado € > 0. Como tanto a funcao seno como a cosseno sao continuas em
zero, existe 6 < 0 tal que

3

|z|<5:>\sinz|<%e\cosz—1|<2

Mas entao, para quaisquer x,y € R tais que |z — y| < J, escreva

sin z = sin (z — y + y) = sin (z — y) cos y + cos (z — y) sin v,



donde

[sin ¢ —siny| = |sin(z —y)cos y+ (cos(x —y) — 1)sin y|
< Jsin(z — y)ll cos | + |cos (= — ) — 1| sin y|
< |sin(z —y)|+ |cos(z —y) — 1] <%—|—%:5.
Exemplo 8 (Fungoes Lipschitz). Sejam (M, dps) e (IV,dn) espagos métricos.
Uma fungéo f : X € M — N é dita ser (de) Lipschitz se existe um nimero
K > 0 tal que

dy(f(2), fly) < K -dp(z,y), Ve,ye X.

Note que uma tal constante K, dita de Lipschitz, se existe, estd longe de
ser Unica: qualquer nimero maior servird também. No entanto toda fungao
Lipschitz é uniformemente continua, pois dado € > 0, basta tomar § = ¢/K na
definicao de continuidade uniforme.

Exemplo 9. A funcdo f:z € [0,1] — /= € R é continua, e sendo definida em
um compacto, é também uniformemente continua. Mas nao é Lipschitz: dado
qualquer K > 0, tome yx = 0 e x, = 1/(K2 + 1), donde

[f(ex) = flyx)| =

—fex il > K ey
TK — YK TK — YKl
VIK
Exemplo 10. Seja (E,||.||) um espaco normado. E um exercicio simples us-
ando a desigualdade triangular (faga!) mostrar que

ezl = llylll < lle —yll,  Va,y € E.

Ou seja, a prdpria norma ||.|| : E — R é uma fungdo Lipschitz na métrica
que ela mesma define. Em particular, € uniformemente continua, e portanto
continua na topologia que ela propria define.

Exemplo 11 (Fungoes distancia de conjuntos). Seja (M, d) um espago métrico,
e A C M nao-vazio. A distincia de um ponto x € M a A é definida como

d(z,A) = inf{d(z,2) : z € A}

Fica como exercicio para o leitor provar que d(x, A) = 0 se e somente se x € A.
Afirmamos que a fung¢do distancia de (ou a) A ds :x € M — d(z,A) € R ¢é
Lipschitz, e portanto uniformemente continua. De fato, sejam x,y € M. Para
todo z € A, temos

d(x, A) < d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2) = d(z, A) — d(z,y) < d(y, 2).

Ora, o lado esquerdo da tultima desigualdade nao depende de z, e logo, tomando
o infimo do lado direito, vem

d(xv A) - d(.l?, y) < d(yv A)



Trocando os papéis de x e y nesta ultima desigualdade, concluimos que
|d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y).
Isto prova nossa afirmagao.

As nocoes de continuidade, continuidade uniforme e Lipschitz, normalmente
logicamente distintas como vimos, coincidem em uma subclasse muito impor-
tante de fungoes: as lineares.

Teorema 2 (Caracterizacdo de continuidade para fungoes lineares). Sejam
(B, |I- 1) e (F,||.1lr) espagos normados. Para uma aplica¢ao linear T : E —
F, as seguintes afirmagées sao equivalentes.

i) T € Lipschitz.

it) T € uniformemente continua.
iit) T é continua.

i) T é continua em Op.

v) Eziste um nimero K > 0 tal que, dado x € E,

zlle <1 = [[T(z)|r < K,
isto €, a restricao de T a bola fechada de E € limitada.

vi) Eziste um nidmero K > 0 tal que para todo x € E, temos

1T(2)|r < K|lz]le-

Demonstragao. Claro que (i) = (i4) = (4i4) = (iv). Da linearidade, também é
facil ver que (vi) = (), bastando provar as demais implicagoes.

(iv) = (v).

Sendo T continua em Og, para ¢ = 1 existe um § > 0 tal que

x € B |z|lg <d=|T(x)||r <1.
Faca K = 2/5. Seja agora z € By (0). Entdo

16/2)2lle < 6/2 = |T((6/22)lr <1 T2 (/2| T@)]r < 1= |T(@)]|r < K.

(v) = (vi)
Seja K > 0 como no item (v). Dado z € E\ {Og}, temos que el ©sté na bola
fechada de E, ja que tem norma 1. Portanto,

IT(z/llz2)lr < K= |T(@)|r < Kllz|e,

onde mais uma vez utilizamos a linearidade para este iltimo passo. Claro que
esta ultima desigualdade é automaética para z = O, concluindo a prova.

O
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