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Exercicio 3) Seja X um conjunto fixado. Uma relacio P C X x X é
relagdo de ordem (parcial) se possui as seguintes propriedades.

01) (Reflexividade) Vz € X, (x,z) € P.
02) (Antissimetria) Yo,y € X, (z,y) € Pe (y,x) € P =z =y.
03) (Transitividade) Vz,y,z € X, se (z,y) € P e (y,2z) € P, entdo (z,z) € P.

Uma relagdo de ordem P em X é total se Va,y € X, (z,y) € P, ou (y,z) € P.
Se P é uma relacao de ordem, utiliza-se geralmente a seguinte notagdo genérica

para x,y € X:

xﬁyg(x,y)eP.

Uma relagio R € X x X é relagio de ordem (parcial) estrita se possui as
seguintes propriedades.

T1) Va,y € X, (z,y) € R= (y,z) ¢ R.
T2) Va,y,z € X, se (x,y) € Re (y,2z) € R, entdo (z,2) € R.

Se R é uma relagao de ordem estrita, utiliza-se geralmente a seguinte notagao
genérica para x,y € X:

x<yg(x,y) € R.
Denote por PO(X) o conjunto das relagdes de ordem (parciais) em X:

PO(X)={PeP(X x X) : P érelacao de ordem}.

Analogamente, denote por SO(X) o conjunto das relagdes de ordem (parciais)
estritas em X:

SO(X)={ReP(X x X) : R érelacdo de ordem estrita }.
Defina agora a fun¢ao
P:ReSOX)— R:=RU{(z,2)|z € X} € POX).

Vamos mostrar inicialmente que ® estd bem definida, isto é, que se R ¢ uma
relacdo de ordem estrita, entdo ®(R) = R é uma relagao de ordem.



A reflexividade e transitividade de R seguem-se imediatamente da definigao.
Para checar antissimetria, suponha que (z,y),(y,2) € R. Se z # y, entdo
terfamos (y, x), (z,y) € R, contradizendo (T1). Portanto x = y, o que estabelece

(02).

Vamos provar agora que ® é injetora. Doravante escreva
A= {(z,z)|z € F}.

Sejam R, S relagoes de ordem estrita em X com R = 5. Note que nesse €caso,
RUA = SUA. Seja (z,y) € R. Como R é ordem estrita, (T1) obriga a
que x # y. Mas entdo, necessariamente (x,y) € S, j4 que (x,y) € SUA,
mas (z,y) ¢ A. Concluimos que R C S. Analogamente, temos que S C R.
Portanto, S = R, que estabelece a injetividade de ®.

Provemos agora que ® é sobrejetora, e portanto uma bijegdo. Seja P uma

relagao de ordem, e defina
Sp:=P\A.

Afirmamos que Sp é uma ordem estrita. Seja (z,y) € Sp. Em particular,
(z,y) € P, mas x # y; portanto, pela antissimetria de P ndo podemos ter
(y,x) € P. Ou seja, (y,x) ¢ Sp. Concluimos que vale (T1). Transitividade é
clara, e portanto Sp € SO(X), e por construgdo ®(Sp) = P, o que conclui a
prova.

Para concluir o exercicio, precisamos mostrar que R € SO(X) satisfaz tri-
cotomia se e somente se R € PO(X) é ordem total.

(=)

Suponhamos que R satisfaz tricotomia, e sejam dados z,y € X quaisquer.
Se x =y, j temos (z,r) € A C R. Se x # y, por tricotomia, ou (z,y) € R C R,
ou (y,z) € (y,x) € R C R (exclusivamente). Isso mostra que R é ordem total.

(<)

Suponhamos agora que R é ordem total, e sejam novamente dados z,y € X.
Se x = y, certamente (z,x) ¢ R por causa de (T1). Se z # y, ou bem (z,y) €
R\ A =R, e nesse caso (y,z) ¢ R por (T1), ou entdo (y,z) € R\ A =R, e de
novo (z,y) ¢ R por (T1). Concluimos que uma e sé uma das alternativas z = y,
(z,y) € Rou (y,x) € R ocorre, o que é precisamente a tricotomia desejada.



