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ALUNO(A):

1) Sejam (X, 7) um espago topoldgico, K C X compacto e Z C K fechado.

a) Prove que Z é compacto. Ou seja, todo subconjunto fechado de um con-
junto compacto e também compacto. (Sugestao: comece verificando que
dada uma cobertura aberta {Ax}xer C 7 de Z, {Ax}acr U (X \ 2) é
cobertura aberta de K.)

b) Use o item (a) para provar que se (X,7) é Hausdorff, uma intersecao
arbitraria de compactos é compacta.

¢) Prove que a unido finita de compactos é compacto. Dé um contra-exemplo
para uniao infinita.

2) Seja (M, d) um espago métrico. Prove que para um conjunto F' C M, as
seguintes afirmacoes sao equivalentes.

a) F é fechado.

b) Se uma sequéncia (z,) de elementos de F' converge, entdo (z,) converge
para um elemento de F'.

Em seguida prove que em um espago topolégico (X, 7) qualquer, (a) = (b), e dé
um contra-exemplo onde a reciproca (b) = (b) fallha. Um subconjunto de um
espago topdgico que satisfaz a condigao (b) é dito ser sequencialmente fechado.
Conclua que todo conjunto fechado é sequencialmente fechado, mas a reciproca
é falsa em geral. Uma topologia é dita sequencial se vale esta reciproca. Em
particular, a primeira parte do exercicio mostra que toda topologia metrizavel
é sequencial.

3) Seja E um espaco vetorial. Um subconjunto X C E é convezxo se
r,ye X, te0,1]] =te+ (1 -t)y e X.

Se || .|| € uma norma em F, prove que qualquer bola aberta ou fechada corre-
spondente é convexa. Prove também que

X ={(z,y) eR* : 2® <y}

é convexo.

4) Sejam (X, 7) e (Y,n) espagos topoldgicos, e defina a seguinte colegao de
subconjuntos de X x Y:

P:={W CXxY :VY(z,y) € W, existem U € T e V € n tais que (z,y) e U xV C W}.



2)

b)

Prove que P é uma topologia em X x Y, chamada a topologia-produto (de
Ten).

Prove que uma sequéncia (z,,y,) C X XY converge para (g, yo) € X XY
na topologia-produto se, e somente se, z,, — g em 7 € Yy, — Yo em 7.

5) Sejam (M,d) um espago métrico, X C M néo-vazio, e xg € M. A
distancia de x¢ a X é definida por

d(xo, X) := inf{d(zg,z) : € X}.

Prove que d(z9, X) = 0 se e somente se 29 € X.

6) Sejam (X,7) um espago topoldgico, e Z C X um subconjunto. Um
elemento x € X é ponto de acumulagdo de Z se YU € 7 com x € U, (U '\
{z}) N Z # (. Denote por Z' (16-se “derivado de Z”) o conjunto dos ponto de
acumulagao de Z.

a)

b)

c)

Prove que Z = Z' U Z. Conclua que um subconjunto de um espaco
topolégico é fechado se e somente se contém todos os seus pontos de acu-
mulagao.

Um ponto z € Z é dito ser isolado se nao for de acumulagao. Prove que
z € Z éisolado se e somente se existe um aberto U 3 z tal que UNZ = {z}.
Inteprete geometricamente em R com a topologia usual.

Seja X = R, com a topologia usual, e A = {1/n : n € N}. Prove que todo
elemento de A é isolado, e que o Unico ponto de acumulacao é x = 0.

Seja X = R, com a topologia usual. Prove que Q' = R, e portanto Q nao
contém pontos isolados. Prove ainda que nenhum intervalo contém pontos
isolados.

Prove que todo ponto de Z é isolado se e somente se a topologia induzida
em Z é a topologia discreta.

7) Seja (M, d) um espago métrico. Seja A C M.

a)

b)

Prove que a € A é um ponto isolado se, e somente se, existe € > 0 tal que
Bi(a)N A = {a}.

Prove que a € M é ponto de acumulacao de A se e somente se para todo
e >0, (BX(a)\ {a}) N A # 0.
Sejam a € A’, (N,dy) é um espago métrico qualquer, e f : A — N uma

funcdo. Dizemos que L € N é o limite de f(x) quando x tende a a, e
denotamos por lim,_,, f(z) = L, se para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que

r€Ael<d(r,a) <d=dn(f(x),L) <e

Explique por que, neste definicao, precisamos que a seja um ponto de
acumulacao, e verifique que se M = N = R e d = d' é a métrica usual,
essa definicao recupera a nocao de limite usual do Célculo 1.



8) Sejam (X, 7) um espaco topoldgico, e Z C X um subconjunto. Prove que
se uma sequéncia (z,) de elementos de Z converge, entao seu limite estd em Z.

9) Sejam (M, d) um espago métrico e A C M. Prove que x € A se e somente
se existe uma sequéncia (z,) de elementos de A convergindo para z.



