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Limites Fundamentais & Funcdes Continuas



Limites Fundamentais

Teorema 3.10. Primeiro Limite Fundamental
E conhecido como o limite trigonométrico fundamental dado

. SCIL X _ -
por lim =1. Este limite pode ser apresentado também por
=0y
' I i - w g ' th - -
lim =1. Nao ¢ dificil de observar que lim—=—=1 é também
x— 0 Sen x r— 0 X

um limite fundamental, para isto basta usar a relagado trigonomé-

: SEN X
trica tgx =

e aplicar o limite trigonométrico fundamental

. cOs5 X
dAC1ITA.



Exemplos

A

q -
Exemplo 1. Calcular lin}) =
x— X

Resolucao: Calculando o limite do numerador e do denominador
s IS— 8 T
chegamos a indeterminac¢do —. Para levantar esta indeterminacgao,
0

vamos multiplicar e dividir a fun¢do f(x) por 5, ou seja,

sen Sx

senSx S-senSx

5
5 X S5x

X

Agora fazendo a mudanca de variavel, isto ¢, fazendo 5x =r, vem

sendx _ 5-sent

. Observe em 5x=t, quando x - 0, r > 0
X t

.. . senSx . sent .
e o limite dado passa de lim——— para lim5-——, ou seja,
=0 1= r

x
. senSx . sent .. . sent
lim =lm5- =lm5-lim =5.1=5.
=0 x r=30 Tt =0 =0 f
. osenSx
Portanto, lim ——— = 5.

=0 X



Exemplos

>

Exemplo 2. Determinar lim .
=l secx—1

Il TRECX

Resolucdo: Calculando o limite do numerador e do denominador

chegamos a indeterminacio ik para levanta-la vamos utiliza a

relacdo trigpnometrica secx = e temos:
coOs X
2 1 7 1
- X - - X -
X s€cXx CoOs X I_'Eﬁ‘CI_ COs X
secx —1 I 1 secx —1 1 1
COS X COs X
Il IE
— cOs X — cOs X
l—cos x l-cos x



Exemplos

2 2
: o . X"-secx . x
Assim, o limite dado passa de im———— para lim———, ou

0 gec x —1 0] —gosx

2 2
X -s5eCX X

seja, lm———=1lim
0 geex—1 0] —cosx

2

. X L.
Em lim ——— calculando o limite do numerador e do deno-
x»0] —cosx

- N " " - D r
minador chegamos a indeterminacdo — e para levanta-la vamos
0

2

multiplicar e dividir ———— por 1+ cosx e o limite
l—cosx

2 2
X~ -seCcX X l+cosx

dado passa de im—— para him .
=0 gepx—1 0] —¢cosx l4cosx

2 2
X'secx X 1+cosx

ou seja, im———=hm :
#gecx—1 0] —cosx l+cosx




Exemplos

2 [ 2
. x -(l+cosx) . X .
=lim : =lim -lim(1+cosx)
30 (1—cosx)-(1+cos x) =0f | senx | 30
. x -(14+cosx) Y
= lim — - -1 * i
=0 1 —(cosx)” ];:]il;ll} q_,eﬂ:.:] 11_1}%(1+cﬂ51)
x" - (14 cosx) :
= lim 3 = im—— | - (llm1+limcosx)
=0 (senx) =0 sen x x=0  x0
2 =1°. — 2
—lim—— —-(1+cos x) 1" (1+cos0)=2.
=0 (sen x)”

y.
Portanto, lim r e 2.

x=30 gecx—1



Limites Fundamentais

Teorema 3.11. Segundo Limite Fundamental
Este limite é conhecido como o limite exponencial fundamental e

dado por lim [1 + l) = ¢ onde e = 2.718281... é a constante de Eu-
X—»T X

ler, que é um nimero irracional e é também a base dos logaritmos
naturais ou neperianos.

O limite exponencial fundamental também é dado por
1

lim(l+x)* =e.
x—0

(Obtenha-o a partir do limite acima fazendo uma mudanca de
variavel).

Este limite fundamental sera utilizado para levantar uma inde-
terminagdo do tipo 17.



'

T
Exemplo 1. Determinar lim {1+'—') :

I—5x X

Resolucao: Se tentarmos calcular este limite usando os teoremas
sobre limites de funcdes, secdo 3.2, chegamos a indeterminacio

X
5
1” e para levanta-la, vamos substituir em lim | 1+— | , = por t, ou
T—p X x

5 5 5 1
—-3.
{

seja, —=rf € X por —, ou seja, x = —=
X r f
1 1
Observe, quando x — +0,— —>0.5-—— 0 et —0. (pelo Teore-

ma 3.7) o o

Exemplos

X3

5"
Assim, o limite dado passa de lim[1+;1
X

seja, 1im{l+£]
x.

X300

25
— 14 t
= 111111(1 +1)

1

{

1
: :
2+

Pelo limite exponencial fundamental.

Portanto, lim [1 +—

3@

X

5 }

5

1_
para lim(1+¢)" , ou
x—0

5
} =g,



Exemplos

\*

x +3
Exemplo 2. Calcular lim (1+l) :

I—+ 0o X

Resolucdo: Aqui temos também a indeterminacdo 17. Para le-
vantar esta indeterminacio utilizaremos a propriedade de Potén-

R
cias @ =a"-a” e escrevemos [1+—1 da seguinte maneira
X
~ x+3 x 5
1 1 1
(1+—1 =(1+—) -(l+—) :
X X X
ASSim. :I_"".J‘:hl'j l x 1 5
= lim(l+— = lim {1+—] -[1+—) :
T—+E X ) X—pt X X
\E : N3
= lim (l+l - lim {1+l]
T+ x_i,. x—+o x-

= lim (l+lJ { lim [1+1H
T+ x- T—+H0 x-

=e-(1+0) =e

i— T

o x 45
Portanto, lim {1+—] =e.
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Exemplos

Exemplo 3. Calcular lim [ ~ ] :

—»+ml y 41
Resolucdo: Temos aqui a indeterminacio 1%

Para levantar esta indeterminacio vamos em
numerador e o denominador por x e temos

— -x —

S X
CREEE
x+1 x+1 £+l
L x 1 Lx x
1 1" 1

(

X

x+1

] dividir o

10



Assim,

Passando ao limite, quando x — + =2, ambos os membros da
equacio acima vem

Lim (i) = lm —1 -

x> +ml x41]

Lhim 1 1
= Sl =—=¢g

lim (1 + l)
X—3HE X

Portanto, lim[ X ] =e .
x+1

X—=ao

11



Limites Fundamentais

Teorema 3.12. Terceiro Limite Fundamental

a’ —1

Este limite € dado por hm =Ina, paraa > 0. a #1. E utilizado

x—=

para levantar indeterminacao do tipo 0
0

Vejamos aplicagdes diretas deste limite fundamental. Para calcu-

107 =1 107 =1
lar lim neste caso a=10 e lim
T— Q X X— ] X

e -1 . e -1
lim , observe que a = ¢, logo lim
=0 x =0 x

=In10. Para calcular

=lne=1.

12



Exemplos

4

Exemplo 1. Calcular lim =
x— 0 X

;'I+}—115

; ex . .. 0
Resolucao: Como ]_1_1}3 5% _125 =0, temos aqui a indeterminacio o

Para levantar esta indeterminacio sabemos que

5* =5%.5°, pela propriedade, a™ =a"-a”, logo,
. il’+3 _ i . 53:’ . 53 _ 53
hmé =lm—
.'I.'—H:l x I—}'ﬂ I
= lﬁ11—53 dCl)
x— X
=lim5°- > 1
x—0 T
. . e |
=lim5° -lim 5% _125
* Portanto, im— =125-1n 5.
x—ll Y

=5 .1n5=125-1n5.



o 16-477
Exemplo 2. Determinar ]_-111}]I :
X—F X

Exemplos

Resolucio: Como lim16 — 4™ = 0 a indeterminacdo aqui presente

x—l

0 : :
€5 Para levantar esta indeterminacio, vamos usar o mesmo ra-

ciocinio do exemplo 1 e temos

I+2 2 x 2 x
li111&=lﬁnw=lim4 (1-47)
x—0 X x—l X x—=0 Y
: ]_41 T —41 I
=11m(42~ ]=4~ Aim
=0 X i) X
=15'1iﬂlﬂ=15-1ﬂn(_1).[4 -1)
x—0 T 1=l X
=]6-lim[—l}-4 -1 215*{—1)~1im4 —1

x—ll X x=l) X

=16-(-1)-1n4=16-(-1)-1n2*
=—16-2-In=-32-1n2.
(Lembre que In A" =n-1n A4).

x + 2
Portanto, lim& = —32-In2.
x— 0 X

14



Tarefa 6

Resolver os seguintes exercicios, digitalizar e
enviar no moodl|e grupos.

8. Calcular os limites seguintes:

a) lim,_o(1+ x}%

tan x

b) lim,_g -

15



Z> Funcoes Continuas

Definicao 3.6. Seja f uma funcdo definida em um conjunto X
constituido de uma reunido de intervalos e seja a € X. Diz-se que
a funcdo fé continua no ponto a quando lim f(x) = f(a).

X—

» A maior parte das funcoes elementares sdo continuas em todo x
real. Por exemplo: f(x) =c¢,f(x) =ax+ b, f(x) =senx e f(x) =

COS X.

Definicao 3.7. Seja a € Dom f diz-se que uma funcdo f é descon-
tinua no ponto x = a se f nao for continua em x =a.
» Isto significa que f € descontinua em x = a se ocorrer ao menos

uma das seguintes condicgoes:
16
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i) Nao existe lim f(x).
X—a

Exemplo: Seja f(x) = {

x—1 sex=3

4, se x>3

A funcdo f(x) é descontinua no ponto x=3, pois,
lim f(x)=lm(x-1)=3-1=2e lim f(x)=1lm 4 =4, logo nio
=3 T3 T3 =37

existe lim f(x).
x—3

Observe que f(3)=3-1=2, mas isto ndo é suficiente para

a continuidade de f(x). Seria necessdrio que se tivesse 4

. : . : . ] S GRREREREEEEEEE 5
lm% f(x)= f(3) o que jamais poderia ocorrer visto que nao

X—3 2 [

Funcoes Continuas

existe lin% f(x). Veja o grafico de f(x) a seguir.
x—

17



3 ) ,
3 Funcoes Continuas

ii) Existe f(a), mas lim f(x) # f(a).

Exemplo: A funcao f(x)=-

(v
(x+3)-(x—2) sex# 2

3.

(x—2)

sex=2

A funcdo f(x) € descontinua no ponto x = 2, pois,

lim (x) = lim (x+3)(x~2)

=2 (x=2)

isto €, lim f(x) = £(2).

=lm(x+3)=2+3=5ef(2)=3.

T—32

Veja o grafico de f(x) na figura




”0 Funcdes Continuas
v

Definicao 3.8. Uma funcdo f é continua no conjunto X'se f é con-
tinua em todos os pontos de X.

Por exemplo, as fungdes f(x)=tgx e g(x)=senx sdo continuas

. JaJ 7 Ja 7 :
nos intervalos | ——. —|e | -—. — ’ I'ESPE*CtI?ElI"IIEI"LtE‘.
2 ), 2 7

a— s - i’

Vamos estudar agora os teoremas elementares de funcoes
continuas, tais como: soma, produto, quociente e
composicao.

19



Funcoes Continuas

Teorema 3.13. Se as funcoes f(x) e g(x) sdo continuas em x =a,

entao:
1) Asoma, f(x)+ g(x), é continua em x = a;
2) A diterenca, f(x)— g(x) é continua em x = a;

3) O produto, f(x)-g(x)., € uma funcdo continua em x = ::1|;

4) O quociente, J(x E ;} é uma fungdo continua x = a, desde que
g\X
se tenha g(a) # 0.

20



Funcoes Continuas

Teorema 3.14. A composicao, (f o g)(x)= f(g(x)) € continua em
x =a, desde que g(x) seja continua em x=a e f(x) seja continua

em g(a).

Observacaol.Afuncdopolinomial f(x) = apx" + ax" " +...+a,
é continua em (—eo.+=0) = R.

Observacao 2. Uma funcdo racional é continua em todo ni-
mero real de seu dominio.

Observacao 3. As fungdes abaixo sdo continuas em todo ni-
mero real x de seu dominio:

fix)=a". g(x)= log,x .h[;l:j=-\,l";.

21
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Exemplos

Vejamos alguns exemplos de funcdes continuas pelo
Teoremas 3.13 e 3.14.

Exemplo 1. As fungdes f(x)=x" e g(x)=3x sdo continuas para
todo niimero real x, logo, ( f + g)(x) =x" + 3x é continua para todo
nuimero real x.

Exemplo 2. As fungdes f(x)=x+1 e g(x)=cosx sdao continuas
para todo nimero real x, logo, (f-g)-(x)=(x+1)-cosx é conti-
nua para todo nimero real x.

22



Exemplos

Exemplo 3. As funcdes f(x)=x"e g(x)=x" +1sdo continuas para
3
X X
=L@ _
g(x) x"+1

todo nimero real x, logo, [‘f ] é continua para

todo niimero real x.

Exemplo 4. A funcdo f(x)=2x"—x +3 x” —1é continua para todo
nuimero real x.

Exemplo 5. As funcgdes f(x) = 2x + 1 e g(x) = 2x sdo con-
tinuas para todo namero real x, logo (f og)(x)=f(g(x)) =
f(2x)=4x +1,istoé, (f og)(x) = 4x + 1€ continua para todo
nimero real x.

23



Exemplos

Exemplo 1. Veriticar se a funcio definida por

_ Tx—6, se x<2 )
flx)= . é continua em x = 2.
2x°, sex=22

Resolucao: Vamos verificar se liﬂ%f(x)zf(zj. Inicialmente ob-

serve que f(x)=2x" para x=2, assim f(2)=2-2"=2-4=8,

ou seja, f(2)=8. Agora, vamos calcular os limites laterais e te-

mos lim f(x)=lim(2x")=2-2"=8 e lim f(x)=lim(7x-6) =
x—2" x—=2" x—2" x—2"

7-2—6=8,ousea lm f(x) = §=1(2).
x—2

Portanto, f(x) € continua em x = 2.

24



Exemplos

\*

Exemplo 2. Analisar se a funcdo f definida por

x' -9 sex#3
f(x)=9 x=3" € continua em x = 3.
3. se x=3

Resolucao: Precisamos verificar se lin% fix) = f(3).
x—
E facil observar que em x = 3 a funcdo f(x) vale 5, isto &, f(3)=5.

Agora, calculando o limite de f(x) quando x—3, temos

F-9 —3)-(x+3
- =]i111(I ) (x+3)
x—3 =9 x—3

/)=l
=lm(x+3)=3+3=06.
x—3

Como lin% f(x) = 6¢diferente de f(3)=35, a funcdo f(x) ndo e
X—+F

continua em x = 3.

25
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Exemplos

Exemplo 3. Verificar se a funcao f definida por

Sen X

., ose x#0 .
f(x) =9 «x e continua em x = 0.

2, se x=10
Resolucao: Vamos verificar se lﬁ_}ﬁf(:u:) = f(0).

Néo € dificil de observar que f(0) =2, isto €, quando x =0 f vale

SEN X

2. Agora, calculando E& f(x) temos ];H_}J}fl:j[:l=11111 =1

x—0
(Primeiro limite trigonométrico fundamental).
Como ILE‘% f(x) =1 ¢ diferente de f(0)=2, a funcio f nédo € con-

tinua em x=10.

26
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PQ Tarefa 7

Resolver os seguintes exercicios, digitalizar e
enviar no moodle grupos.

=1
9. Verificar se a funcao definida por f(x) = {x—l sex # 1 é continuaem x = 1.

2, sex=1

27



