NOCOES DE LIMITE E
CONTINUIDADE

Limites Laterais & Indeterminacoes
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« Na aula anterior vimos o comportamento de uma funcao f (x)
guando x se aproxima de um numero real a e quando x assume
valores (positivos ou negativos) de valor absoluto muito grande.

* O nosso objetivo agora € estudar os casos guando x tende para a
pela direita, x—a e X > a ou quando x tende para a pela esquerda,
X—a e X < a e com isto identificar a existéncia de limite de uma
funcao através dos limites laterais e esbocar o grafico de uma
funcéo usando limites laterais. Para isto vejamos as seguintes
definicles.



Limites Laterais

Definicao 3.2. Limite a esquerda.

Se f(x) tende para L, quando x tende para a através de valores
menores que a diz-se que L, € o limite de f(x) quando x tende
para a pela esquerda e indica-se por ]1'_1}11_ f(x)=1,.

Definicdo 3.3. Limite a|direita.
Se f(x) tende para I, quando x tende para a através de valores
maiores que a diz-se que L, € o limite de f(x) quando x tende

para a pela direita e indica-se por lm f(x)=1L,.
X—a



Exemplos

Exemplo 1. Seja a funcéo fdefinida por

.
“+1. se x<l

e x=1.

7(x)=

— X, se x>=>1

N

Determinar: a) |il111_ f(x):b) Iiﬂ]] f(x) . Esboce o grifico de f(x).
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Exemplos

Resolucao: Pela definicdo de limite a esquerda, vocé respon-
de a letra a. Observe que a funcdo f(x) esta definida por
f(x)=x"+1 se x<1.
Logo, lim f(x)=lim(x* +1)=1"+1=2.

x—=l x—l

Assim, lir.]q fix)=2.

Agora, pela definicio de limite a direita vocé responde a letra b. Ob-
serve que a funcido f(x) esta definida por f(x)=4—x se x>1.

Logo, lim f(x)=lm(4-x)=4-1=3.
x—1" r—1"

Assim, 1571]’_! f(x)=3.



Exemplos
” .,

Note que f(1)=4. Com estas informacdes, de que f(1)=4,

1i111} fix)=2¢ lll.T_'i:_l f(x)=3, vocé consegue perceber como f(x)
i— A

se comporta quando x estd proximo de 1. Para esbpgar o gréfico

de f(x), dé valores para x, x <1 e calcule os valo-
res de f(x)correspondentes através da expressao
x* +1, dé valores para x >1 e calcule os valores de
f(x) correspondentes através da expressdo 4—x e
veja o grafico de f(x) ao lado




Exemplos

Exemplo 2. Considere a funcao

1: —1. e x=<—2

f(x)=y

2x+7, se x>-2 '

Determinar: a) lim f(x):b) lim f(x). Esbocar o
=1 r—pm=]

grafico de f(x).



Exemplos

p

Resolucao: Pela definicdo de limite a esquerda, vamos resolver le-
tra a. Observe como esta definida a funcdo acima para valores de
x a esquerda de -2, ou seja, para x<-2.

Assim, f(x) = x’-1se x<-2 e

lim f(x)= lim (x* 1) = (-2)* ~1=3.

logo, lim f(x) = 3. Pela definicdo de limite a direita, vamos resolver a letra b. Para
Ty valores de x a direita de -2, a funcdo f(x) esta definida por
f(x)=2x+7 sex>=2e
lim f(x)= lin}_(lx +7)=2-(=2)+7=3.

x==1"

Logo, lin}_ f(x)=3.

X=y—s

Portanto, lim f(x) = lm f(x) = 3.
2 x=-2"

X=}=s



Exemplos

Note que f(-2)=(-2)"-1=4-1=3.

Como f(-2)=3e lm f(x) = 11'11; f(x) = 3, para esbocar o
== -1

grafico de f(x), dé valores para x, x <—2 e calcule os valores
de f(x) correspondentes através da expressdao x* —1, dé valores
para x >—2 e calcule os valores de f(x) correspondentes atraves
da expressdo 2x+7 e veja o grafico de f(x) a seguir.




Exemplos

Exemplo 3. Considere a funcdo f(x)=2 ++/x—4. Determinar
se possivel lim f(x) e lim f(x). Esbocar o graficode f(x).
i—=4 r—4

Resolucao: Nao se pode questionar im f(x) pois a funcdo f(x)
x—4

sO esta definida para x—4>0 ou x=4.5 x<4 entdo x—4

sera um numero negativoe x¢ Dom f .

Para calcular o lj:m f(x),vocé tem que a funcdo f(x) esta definida
somente para valores de x—4=0 ou x=4 e podemos escrever

Im fix) = Im(2++yx—4)=lm 2 + lim+/x—4
a4 =4 x—d" a4

=2+ [lim(x—4) =2+J4-4=2+0=2.

r—wd"

Portanto, L = 2
ortanto xﬂl-f(x}
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Exemplos

Para esbocar o grafico de f(x), dé valores para x, x = 4 e calcule os
valores de f(x) correspondentes e vocé tera o grafico de f(x) a se-

quir.
y
2---------/
0 4 X

11
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{0Teorema de Existéncia do Limite
B

)

Sejam [ um intervalo aberto, a um ponto deste intervalo e
f:l-{a} >R .Entdo lm f(x) = L< lm f(x) = lm f(x)=L.
X—pa I X

Vejamos agora alguns exemplos de aplicacdo do teorema de exis-
téncia do limite.

12



Exemplos

¥ +1, se x<2

Exemplo 1. Considere a fungdo f(x) = 11, se x= 2.
X +3 se x>2

Determinar o lim f(x) , se existir, e esbocar o gréifico de f(x).

Resolucao: Para determinar o lim f(x), vamos calcular os limi-
x—32

tes laterais de f(x), ou seja, calcular li.qj; f(x) e lim f(x).Para
calcular lir?_ f(x), observe na funcdo dada como f(x) esta defi-

nida por f(x)=x"+1 para valores de x menores que 2.
Assim, lim f(x) = lm(x*+1)=2"+1=5.
T2 —

Para calcular lim f(x), observe na funcdo dada como f(x) esta

=32

definida por f(x)=x+3 para valores de x maiores que 2.

L . 13
Assim, im f(x) = lim(x +3) = 2 + 3 = 5.
=27 x—=2"



Exemplos

Como lm f(x) = 5 ¢ lm f(x) = 5,. pelo teorema
x—=1" x—=2"

acima temos lm f(x) = 5.
x—2

Para esbocar o grafico da funcdo f(x) vocé utiliza o mes-
mo procedimento do exemplo anterior e conseguira fa-
cilmente o grafico da funcdo f(x) conforme figura

14
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Exemplo 2. Seja a funcao f(x)= )
p g cdo f(x) <[5—x. se x> 4

[x+2. se x<4

Determinar liiﬁl f(x), se existir, e esbocar o grafico
de f(x).

Resolucao: Para determinar o Jjﬂf{x} . devemos calcular os li-
mites laterais de f(x), ou seja, calcular }_1{141 fix) e Eﬂ}f fi(x).
Para calcular }_lﬂl f(x)observe na funcido dada como f(x) esta
definida por f(x)=x+2 para valores de x menores que 4.

Assim, 1i = D)=4+2=6.
ssim xﬂ{f(x} 11__1;1:(1+) +

Exemplos

Para calcular o x1_1J;141_ f(x) verifique agora como f(x) esta definida
por f(x)=5-—x para valores de x>4.

Assim, xliﬂ]_tf(x}=ij_ﬂ:5(5—x}= 5-4 = 1.

Como xl_1:£141 f(x) =6 e P_ﬂl fi(x) = 1.isto é, os limites laterais
sdo diferentes, conclui-se pelo teorema de existéncia do limite que
ndo existe £H;ﬂ fix).
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Exemplos

'

Exemplo 3. Considere a funcdo f(x)= {

3x—5, se x<2
Ax+k. se x=2

Determinar o valor da constante real k para que exista lin% f(x).
x—

Resolucao: Inicialmente vamos calcular os limites laterais de
f(x). Para calcular o limite a esquerda de 2 (para x < 2), temos
lim f(x)=lm(3x-5)=3-2-5=6-5=1.
=27 x—2

Assim, lim f(x)=1.

x—=32"

Para calcular o limite a direita de 2 (para x>2), temos

" p— " p— 'j _
Eﬂl- fx) ,11_1131(4:( th)=4-2+k=8+k. Pelo teorema 3.6, vocé sabe que existe lim f(x) se e somente se os
r—2
im, 1i =8+ - o N N .
Assim, - f()=8+k. limites laterais existem e sdo iguais, ou seja, lim f(x)=lim f(x).
= 32"

Como lm f(x) =1 e Im f(x) = 8 + k.vem 1=8 +k, 0 que
x—=27 =27
fornece k=1-8=-7.Logo k=-7.

Portanto, o valor da constante real k para que exista lim f(x) e
X—»d
k=-T.
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Tarefa 2

Resolver os seguintes exercicios, digitalizar e
enviar no moodl|e grupos.

x:, sex<?2
2. Seja f(x) =11, se x = 2. Calcular: lim,_,,- f(x) e lim,_,+ f(x).
4 —x, sex > 2

17



Indeterminacoes

. : 3x?2 . x%—4
Se desejarmos calcular lim,_,,— ou lim

X x—0 X—2
teoremas até aqui estudados nao se aplicam, pois 0s

denominadores possuem o limite 0. Aplicando (erroneamente) os
, . ~_ 0
teoremas, obteriamos nos dois casos a expressao 5

sabemos que os

. 0 . . . ~ p
Dizemos que ;€ uma Indeterminacao ou simbolo de uma.

Calculando limites de funcdes, podemos chegar a outras
expressoes que sao simbolos de indeterminacgoes e, ao todo, sao
sete:

18



Indeterminacoes

Sempre que no calculo de um limite vocé chegar a um des-
tes simbolos, deve buscar alguma alternativa para obter o
valor do limite usando artificios algébricos. A este trabalho
da-se 0 nome de levantamento de uma indeterminacao.

19



Exemplos

A

x-95

Exemplo 1. Calcular lim
x5 x? ~ 25

Resolucao: Se no calculo deste limite vocé tentar utilizar o item d

do Teorema 3.3 (que ndo pode ser aplicado aqui, pois o denomina-

dor tem limite 0), vocé chegara a indeterminacio % Neste caso o

artificio algébrico usado para levantar a indeterminacdo obtida ¢
a fatoracao.

Para fatorar o denominador x* —25 vamos utilizar o produto no-
tavel a® —b* =(a-b)-(a+b).

Desta forma o limite dado, sera igual a
Assim, vocé tem x'=25=x"-5= (x=5)-(x+5).

-5 : x-—5 i 1 1 1
]un = lim =lim —
x5 x* —25 5 (x=5)-(x+5) ’-15;1+5 5+5 10
Portanto, lim f_S 1
-5 x- =25 10

20



Exemplos

3 2

P A "

Exemplo 2. Calcular T p— il
=2 x"=7x + 10

Resolucao: Se no calculo deste limite vocé tentar utilizar o item d
do Teorema 3.2.3 (que ndo pode ser aplicado aqui, pois o denomi-

nador tem limite 0), vocé chegara a indeterminacéo %

Para levantar essa indeterminacao, usaremos 0S
passos a sequir:
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F‘ Exemplos

x3-5x%+6x _ x.(x*-5x+6)
x2-7x4+10  x2-7x+10

1. Fatoramos o numerador:

2. extraimos as raizes de ambas as equacoes e, por
baskhara, encontramos:
« Paraonumerador: x; =3 ex, = 2;
« Paraodenominador: x; =5ex, = 2.

3. remodelamos a equacao e simplificamos:
x.(x=3).(x—2) x.(x—3)

(x—-5).(x—-2) (x-5)

22



Exemplos

agora podemos aplicar os teoremas conhecidos:

lim x3-5x2+6x lim x.(x—3) lmx lim (x—3)
X2 x2_7x4+10 X22 (x-5) lim (x—5)
2(-1) -2 2
que resulta: ) _—z_z2
-3 -3 3

x3—-5x2 +6x 2
Portanto, lim —; = -
x—2 x“—7x+10 3

23
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Exemplos

. -3
Exemplo 3. Calcular lim Vx :
x—9 _1-'_9
Resolucao: Para calcular este limite se vocé tentar utilizar o item
d do Teorema 3.3 (que ndo pode ser aplicado, pois o denominador

tem limite 0), vocé chegara a indeterminacéo 9

0
Vamos levantar esta indeterminacio e para isto vocé usa o artificio

algébrico do produto notavel a* —b" =(a—b)-(a+b). Vocé mul-
tiplica o numerador da funcao, Jx -3, pelo seu conjugado, Jx+3,
para eliminar a raiz quadrada do numerador. Para ndo alterar a fun-
cdo vocé multiplica também o denominador por Jx +3.

24
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P

Exemplos

Como (Vx+3—=3)- (Wx+3 +3) = (Vx+3)* =(+/3)?, temos
=3 =3 W3 L =3+

lim = lim - =lim

=% x—0 139 y—0 —J;+3 9 (I_g}.[\,";_,_g)

. (x—9) . 1
= lim = hm—--
= (x—9)-(Wx+3) T x+3

o 1
Jo+3 33 6
Jr—=3 1

Portanto, lLum =—
= x—-9 6

25



Tarefa 3

Resolver 0s seguintes exercicios, digitalizar e
enviar no moodle grupos.

5. (Calcular os limites seguintes:
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