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TEORIA DOS GRAFOS

A teoria dos grafos é um campo da matemdtica que procura estudar objetos
chamados grafos. As idéias e o entendimento adquiridos com o estudo dos
grafos podem ser aplicados a muitos outros problemas. Exemplos desses
problemas incluem combinar doadores de érg&ios com pacientes ou encontrar
os melhores caminhos do ponto A ao B (como faz um GPS). Hoje veremos
alguns algoritmos famosos que nos ajudam a encontrar as melhores ou mais
curtas redes e rotas.

PROBLEMAS DO ENCONTRO

AS SETE PONTES DE KONISGBERG

Kénigsberg (agora Kaliningrado, Rissia) era uma antiga cidade da Prissia.
Esta cidade ¢ dividida pelo rio Pregdlia em quatro territérios conectados por
sete pontes. No século XV, as pessoas de Kénigsberg costumavam sair e
passear pela cidade e, com o tempo, criaram o seguinte quebra-cabecga:

E possivel andar pela cidade atravessando todas as pontes, mas usando cada
ponte uma vez e apenas uma vez?
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Este problema permaneceu sem solug&o por duzentos anos. Em 1736 uma
solug@io com uma explicagdo elegante foi encontrada pelo grande
matemdtico Leonhard Euler (Basel 1707 - S&o Petersburgo 1783). Com sua
solug&o, Euler criou um ramo da matemdtica que agora é conhecido como
teoria dos grafos.



APERTOS DE MAO NUMA FESTA

Lucas, Ryan, Vincente, Emily e Nadine v&o a uma festa. Quando chegam |4,
querem apertar as m&os, mas sé tém tempo de apertar a m&o de duas outras
pessoas. Desenhe um grafo para mostrar como isso pode acontecer. Quantos

apertos de mé&o existem? . i

OPGOES DE LANCHE

O refeitério da escola estd tentando melhorar as vendas do |anche,
adicionando opgdes em vez de oferecer apenas uma opgdo. As opgdes de
hoje para o lanche s&o p&o de queijo, sanduiche de presunto e bolo de
cenourg, j& as opgdes de fruta s&io magd, banana, goiaba ou mel&o. Quantas
combinagdes diferentes de lanche s&o possiveis? Desenhe e rotule um grafo
para mostrar o resultado.

O PROBLEMA DA FESTA

H& 5 pessoas em uma festa, Juca, Kdtia, Luis, Mina e Nino. Cada pessoa la

pode conhecer exatamente 2 pessoas? 3 pessoas? s

,

Aqui, assumimos que se a pessoa A conhece a pessoa B, entdo a pessoa B
também conhece a pessoa A.
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EXPERIMENTO DE CIENCIAS Il

Quatro alunos est&o trabalhando juntos em um experimento para a aula de
ciéncias. O experimento consiste em testar a vida 0til de quatro marcas
diferentes de baterias. Cada aluno deve ligar para todos os outros alunos do
grupo para relatar seus resultados. Quantas ligagdes seréo feitas? Construa
um grafo para modelar esses resultados.

O némero de arestas que est&o ligadas a um vértice é chamado de grau do

vértice.

\\'". Teorema. A soma dos graus dos vértices é igual ao dobro do nimero de

7 arestas!

CICLO HAMILTONIANO

Euler Petréleo é uma rede de postos de gasolina no pais de Mathisfun. O CEO
da empresa, Leonhard, quer visitar todos os seus postos de gasolina no pais
para garantir que cada um esteja abastecido com combustivel suficiente. No
entanto, ele ndo quer visitar nenhuma cidade mais de uma vez, pois é um
homem muito ocupado. Sugira uma rota que Leonhard poderia tomar da sede
na capital Mathtopia, passando por cada cidade exatamente uma vez, e
retornando & capital. Observe que, apesar da interseccdo de trés rodovias no
centro do pais, n&o h& como mudar de uma estrada para outra (ou seja, n&o
h& estrada direta de Mathtopiato a Gausston, etc.)
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Gausston

Times Town

Radius River

Equationville

Mathtopia

Circle City

Fraction Falls



REDE FERROVIARIA CATARINENSE

No grafo abaixo, tente conectar todas as cidades com ferrovias pe|o menor
custo total. O nimero de cada aresta representa o custo em dezenas de
milhdes de reais.
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ALGORITMO DE PRIM

Em vez de simplesmente tentar todas as combinagdes possiveis, os
matemdticos desenvolveram um algoritmo ou uma série de etapas a serem
seguidas para determinar uma chamada drvore geradora minima. Um desses
algoritmos é conhecido como Algoritmo de Prim. Os passos deste algoritmo
sdo os seguintes:

Passo 1. Selecione um vértice inicial (no nosso exemplo, escolheremos Itajai);
Passo 2. Chame S o conjunto de todos os vértices atualmente conectados &
sua drvore. Chame V todos os outros vértices. (Observe que na primeira vez
que vocé chegar a esta etapa, S serd apenas seu vértice inicial);

Passo 3. Se S contiver todos os vértices do grafo, pare. Vocé tem sua darvore
geradora minimal!

Passo 4. Encontre todas as arestas com uma extremidade em S e uma
extremidade em V. Selecione a aresta com o menor peso e adicione-a &
sua drvore. Se houver mais de uma aresta com o menor peso, vocé pode
escolher qualquer uma delas para adicionar. (Por enquanto, para adicionar
uma aresta & sua drvore, apenas circule ou destaque a aresta);

Passo 5. Volte para a etapa 2
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Caminhos Eulerianos

Um caminho Euleriano em um grafo é um caminho que percorre o grafo
usando cada aresta exatamente uma vez. Além disso, se o caminho comeca
e termina no mesmo vértice, chamamos de ciclo Euleriano.

Veja, por exemplo, os passos para desenhar uma estrela de cinco pontas
sem tirar o l&pis do papel e sem refazer a mesma linha.
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COMO JOGAR

Vocé pode desenhar as formas abaixo sem levantar o lapis do papel e sem
refazer nenhuma linha? Se n&o, pode explicar por qué?
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CAMINHOS EULERIANOS

Tente desenhar as formas abaixo sem levantar o lapis do papel e sem
refazer nenhuma linha.
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CAMINHOS EULERIANOS

Tente desenhar as formas abaixo sem levantar o l4pis do papel e sem
refazer nenhuma linha. Veja o exemplo abaixo, do lado esquerdo.
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CICLOS EULERIANOS

Para cada figura abaixo:
* Se houver um ponto azul e um ponto vermelho, tente desenhar a figura
comecgando no ponto azul e terminando no ponto vermelho;
e Se houver um ponto roxo, tente desenhar o rabisco comecando e
terminando no ponto roxo.
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A FORMULA DE EULER

Quando desenhamos um grafo no plano, ele divide o plano em diferentes
regides. Por exemplo, o grafo abaixo tem 4 vértices (V), 7 arestas (E) e 5
regides (R).

Euler descobriu algo muito especial sobre o cdlculo de V - E + R. Vocé
consegue descobrir o que percebeu?
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O que acontece com os grafos abaixo?




LISTA DE EXERCICIOS

COLEGAS DE TURMA

Na turma do José existem 21 criancas. E possivel que antes do comego das
aulas, cada crianga conheca exatamente 7 outras criangas?

O QUEBRA-CABEGA DO PAROCO

O Pd&roco era um homem muito devoto e bom. Suas virtudes e caridade o
tornaram amado por todo o seu rebanho, a quem apresentou seus
ensinamentos com paciéncia e simplicidade. Nova Trento era sua pardquia, e
mesmo havendo casas muito separadas, ele n&o negligenciou nada por chuva
ou trov&o. E com suas visitas paroquiais que o quebra-cabec¢a do pdroco
realmente lida. Ele fez um plano de parte de sua pardquia, por onde corria um
pequeno rio que se juntava ao mar algumas centenas de quilémetros ao sul. A
caminho da igreja, costuma visitar vdrios de seu rebanho e, ao fazé-lo, passa
por cada uma das oito pontes uma vez e nada mais. Vocé pode encontrar o
caminho, desta forma, da casa & igreja, sem sair da cidade?




REDE DE COMPUTADORES

Suponha que em sua escolq, seis computadores em seis salas diferentes
precisem estar conectados em rede. Sua escola quer a “melhor” rede possivel,
ou seja, use a menor quantidade de fios para conectar todos os computadores.
Observe que a conex&o entre dois computadores pode ser vinculada direta ou
indiretamente através de outro computador. A tabela abaixo mostra quais
computadores podem ser conectados diretamente, bem como quanto de fio é
necessdrio em metros, onde os computadores s&o letras e as distancias em
metros. Qual é a quantidade minima de fio necessdria para conectar todos os
seis computadores para que cada computador esteja ligado direta ou
indiretamente a qualquer outro computador?
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Di" EMERGENCIA EM ESTRADAS

Suponha que, ao fazer planos para tempestades de inverno, o governo de seu
estado precise de um projeto para reparar as estradas em caso de
emergéncia. Vocé recebe um mapa das cidades do seu estado e as principais
estradas que existentes entre elas. Vocé ¢é solicitado a elaborar um plano que
conserte o menor nimero de quilémetros de estrada, mas mantenha uma rota
aberta entre cada par de cidades.
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MENOR CUSTO DE CHAMADA

Suponha que uma familia com sete membros em diferentes partes do pais
tenha um parente que vive no exterior. A familia quer montar uma rede de
telefone celular para que todos saibam as dltimas noticias sobre o parente no
exterior, pe|o menor custo total. A grade abaixo mostra o custo de um
telefonema de 15 minutos entre cada par de membros da familia. Qual é o
custo total da rede de chamadas mais barata que eles podem configurar?

Eaz Alice | Bruno | Heitor | Karen| Olivia | Paulo Rita
Alice - R$3,50 | R$4,75 - R$4,10 - R$5,10
Bruno |R$3,50 - - R$2,50 - R$4,10| R$3,40
Heitor | R$4,75 - - R$2,95 - R$4,40 -
Karen - R$2,50 | R$2,95 - R$4,25 - R$3,40
Olivia |R$4,10 - - R$4,25 - - -
Paulo - R$4,10 | R$4,40 - - - -
Rita |R$5,10|R$3,40 - R$3,40 - - -

-S CONSTRUINDO ESTRADAS L ===

Suponha que para o grafo abaixo as arestas representem possiveis rodovias
que podem ser construidas para unir pares de cidades. Suponhamos que os
pesos (nimeros) sejam os custos projetados em milhdes de reais para construir
as rodovias. A ideia é construir a malha rodovidria mais barata para manter o
orcamento do estado baixo.
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LABIRINTOS

Um labirinto é uma colec&@o de caminhos com uma entrada e uma saida.
Alguns dos caminhos resultam em becos sem saida! Seu trabalho é encontrar o
caminho da entrada até a saida. Também podemos usar algoritmos para
resolver labirintos! A regra do seguidor de parede. Mantenha uma mé&o em
contato com uma parede do labirinto. Vocé né&o se perderd e chegard & outra
saida.
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PERSONALIDADES MATEMATICAS

Gladys West

Gladys West sabia desde jovem que nao
queria ser agricultora. Mas a matematica,
nascida em 1930 no condado de Dinwiddie,
na Virginia, E.U.A., ainda precisava
ajudar na colheita da pequena fazenda de
sua familia. Ela sabia que a educacao
seria sua passagem para a liberdade.

0 que ela nao poderia adivinhar era que esse foco quebraria as
percepcoes das mulheres negras da época e até levaria a
invencao de uma de nossas invencoes mais usadas - o GPS, o
sistema de posicionamento global.

Seus pais tentaram economizar algum dinheiro para manda-1la
para a Universidade, mas contas inesperadas continuavam
chegando. Se West queria estudar, ela precisava encontrar uma
maneira de pagar pela Universidade. Entdao, um professor
anunciou que o estado daria uma bolsa de estudos para os dois
melhores alunos do ano dela. Era sua oportunidade de ouro.

“Comecei a fazer tudo para estar no topo”, disse West. “E com
certeza, quando terminei a escola, consegui.” A bolsa de
estudos permitiu que West frequentasse o Virginia State
College, uma universidade historicamente negra.

Ela decidiu se formar em matematica porque era um assunto
muito respeitado. A maioria dos estudantes eram homens, mas
ela nao deu muita atencao a eles. “Eu sabia no fundo do meu
coracao que nada estava me atrapalhando.”

Depois de ser formar e concluir o seu mestrado, ela recebeu
uma oferta de emprego em uma base naval em Dahlgren, Virginia.
“Senti orgulho de mim mesma como mulher, sabendo que posso
fazer o que posso. Mas como mulher negra, esse é outro nivel
em que VOCé precisa provar para uma sociedade que nao a
aceitou pelo que vocé é. 0 que eu fiz foi continuar tentando
provar que eu era tao boa quanto os outros”, disse ela. “Nao
ha diferenca no trabalho que podemos fazer.”



